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Elementy ogolnej teorii sygnatlow



Lekcja 1

Sygnaly deterministyczne

W lekcji 1 wprowadzimy pojecie sygnalu i dokonamy podstawowej klasyfika-
cji sygnatéw. Podkreslimy role sygnatu jako no$nika informacji. Uwage skupimy
na sygnatach deterministycznych. Oméwimy zaréwno analogowe sygnaly deter-
ministyczne jak i dyskretne sygnaly deterministyczne. Zdefiniujemy podstawowe
parametry charakteryzujace sygnaly, w tym energi¢ i moc sygnatu. Na tej podsta-
wie dokonamy podziatu sygnatéw na sygnaly o ograniczonej energii i sygnaly o
ograniczonej mocy. Podamy takze przykfady prostych, typowych sygnatéw ana-
logowych i dyskretnych nalezacych do obu klas, wraz z ich notacja i wykresami
przebiegéw czasowych.

1.1. Wprowadzenie

1.1.1. Modele matematyczne

W wielu naukach, badajacych otaczajaca nas rzeczywisto$¢ fizyczna, wpro-
wadza si¢ w celu jej opisania odpowiednie modele matematyczne. Tak postgpuje
si¢ w fizyce, gdzie np. ruch masy zawieszonej na nici jest opisywany i analizo-
wany za pomoca modeli matematycznych: wahadta matematycznego lub wahadta
fizycznego. Tak tez postepuje si¢ w teorii obwodow, gdzie fizyczne elementy:
opornik, cewke i kondensator opisuje si¢ modelami matematycznymi w postaci
elementéw obwodowych: oporu, indukcyjnosci i pojemnosci. Tak réwniez poste-
puje si¢ w teorii sygnaléw, gdzie sygnaly wystepujace w rzeczywistoSci opisuje
si¢ za pomocg réznego rodzaju modeli matematycznych.

Postugiwanie si¢ modelami matematycznymi ma szereg istotnych zalet. Opis
sygnalu za pomoca modelu matematycznego umozliwia przede wszystkim je-
go formalng, teoretyczna analize. Wazng zaleta tego opisu jest takze to, iz —
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w zaleznoS$ci od potrzeb i postawionego celu analizy —temu samemu fizyczne-
mu sygnatowi mozemy przyporzadkowa¢ rézne modele o zréznicowanymi stop-
niu zlozonosci. Jezeli interesuja nas jedynie zasadnicze, dominujace cechy sy-
gnalu, stosujemy modele prostsze. W przypadku, gdy chcemy w opisie sygnatu
uwzgledni¢ takze jego cechy drugorzedne, wprowadzamy modele bardziej zto-
zone. Operowanie modelami matematycznymi umozliwia ponadto wprowadzenie
jednoznacznych kryteriéw podziatu sygnaléw i na tej podstawie dokonanie ich
klasyfikacji. I wreszcie, jeSli rozpatrujemy sygnaly w kategoriach modeli mate-
matycznych, mozemy abstrahowa¢ od ich natury fizycznej. W analizie formalnej
sygnaléw nie jest bowiem istotne jakie jest fizyczne Zrédlo ich pochodzenia.

1.1.2. Pojecie sygnalu

W znaczeniu potocznym pojecie sygnafu jest rozumiane jako proces zmian
w czasie pewnej wielkosci fizycznej lub stanu obiektu fizycznego. Z tego wzgle-
du za modele matematyczne sygnaléw przyjmujemy funkcje, ktérych argumentem
jest czas t. Opisujg one ewolucje sygnatéw w czasie. W najprostszym przypad-
ku sg to funkcje tylko jednej zmiennej t. W przypadkach bardziej ztozonych,
np. w teorii linii dlugich lub zagadnieniach przetwarzania obrazéw, mogg to by¢
funkcje wielu zmiennych: czasu i wspétrzednych przestrzennych. Niekiedy stoso-
wane sg takze funkcje wektorowe.

Jezeli funkcje opisujace sygnaly przyjmuja wartoSci rzeczywiste, to mode-
le takie nazywamy rzeczywistymi. Do opisu sygnatéw czesto sa stosowane takze
funkcje o wartosciach zespolonych. Modele zespolone zwigkszaja wprawdzie sto-
piefi abstrakcji opisu sygnatéw, jednak, jak przekonamy si¢ wkrétce, ulatwiaja
znacznie ich analize formalng. Jako modele sygnatéw wprowadza si¢ réwniez
wielkoSci niefunkcyjne nazywane dystrybucjami.

W dalszym ciggu pojecie sygnatu bedziemy utozsamiaé z jego modelem ma-
tematycznym, a stosujac termin sygnal bedziemy mieli na mysli jego model.

1.1.3. Klasyfikacja sygnalow

Sygnaly mozna klasyfikowaé w rézny sposéb, stosujac rézne kryteria ich po-
dziatu. Pierwsze z tych kryteriow wynika z oméwionego wyzej podzialu modeli
matematycznych sygnatéw, wedtug ktérego sygnaly dzielimy na rzeczywiste, ze-
spolone i dystrybucyjne.

Inne kryterium jest zwigzane ze zdolno$cig do przewidywania wartosci sy-
gnalu w dowolnej chwili ¢. Prowadzi ono podzialu sygnatéw na deterministyczne
i stochastyczne (losowe). Jezeli w kazdej chwili potrafimy przewidzie¢ warto$¢
sygnalu, a jego zachowanie opisa¢ jednoznacznie formufa matematyczng, przed-
stawi¢ za pomoca wykresu lub tablicy jego wartosci, to sygnal uwazamy za deter-
ministyczny. Jezeli prognozy takiej nie mozemy dokonaé, a znamy jedynie ogélne
prawa statystyczne, wedtug ktoérych sygnat ewoluuje w czasie, to traktujemy go
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jako losowy. Nalezy podkresli¢, ze podziat sygnaléw na deterministyczne i losowe
jest arbitralny. Ten sam fizyczny sygnal mozemy opisywac raz modelem deter-
ministycznym, innym za$ razem modelem losowym, w zaleznoSci od posiadanej
o nim wiedzy a priori. W klasie sygnatéw losowych wyrdznia si¢ czasami pod-
klas¢ sygnatéw quasi-deterministycznych, ktérych niedeterminizm jest zwigzany
jedynie z losowym charakterem pewnych parametréw sygnatu.

Wazna linia podziatu sygnaléw dotyczy dziedziny ich okreSlonosci. Sygnaty
okre§lone w zbiorze cigglym osi czasu sa nazywane sygnatami cigglymi w czasie
lub krétko sygnatami cigglymi (rys. 1.1). NajczesSciej dziedzing takich sygnatéw
jest cafa 0§ (—o0,00) , dodatnia p6tos [0, 00) lub odcinek [t1,¢2] osi czasu. Sy-
gnaly okreSlone w dyskretnym (przeliczalnym lub skoficzonym) zbiorze punktéw
osi czasu (...,t_1,%0,t1,t2,...) i nieokre§lone w pozostatych punktach sg nazy-
wane sygnatami dyskretnymi w czasie lub krétko sygnatami dyskretnymi (rys. 1.2).
Najczesciej dziedzing tych sygnaléw jest zbior chwil ¢, = nT,, n € o, odle-
glych od siebie o staly odstep T nazywany przedziatem dyskretyzacji . Zbiér
o/ wartoSci zmiennej dyskretnej n jest zwykle zbiorem wszystkich liczb catko-
witych, zbiorem liczb naturalnych lub skoriczonym podzbiorem [nj,ng] zbioru
liczb catkowitych.

x(1) x(tn)
. 1] I 1 { 9T I -~
0 p 3-2-10 12345 6,7
Rys. 1.1. Sygnat ciagly w czasie Rys. 1.2. Sygnat dyskretny w czasie

Jezeli sygnat przybiera wartosci rézne od zera w przedziale nieskoriczonym,
nazywamy go sygnatem o nieskoriczonym czasie trwania (rys. 1.3). W przypadku,
gdy sygnal przybiera wartosci rézne od zera jedynie w przedziale skoriczonym
nazywamy go sygnalem o skoriczonym czasie trwania lub krétko — sygnatem im-
pulsowym (rys. 1.4).

A <) A x(?)

t

oy

0

Rys. 1.3. Sygnal o nieskoficzonym czasie Rys. 1.4. Sygnal impulsowy
trwania
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Zaréwno sygnaly ciagle, jak i dyskretne dzielimy takze w zalezno$ci od ro-
dzaju ich przeciwdziedziny. Jezeli zbiér mozliwych wartosci sygnatu jest zbiorem
ciaglym, sygnal nazywamy cigglym w amplitudzie. Jezeli zbi6r ten jest zbiorem
dyskretnym (przeliczalnym lub skoficzonym), sygnal nazywamy dyskretnym w am-
plitudzie. Ze wzgledu na charakter dziedziny i przeciwdziedziny sygnaty dzielimy
zatem na:

— ciggle w czasie i ciggle w amplitudzie (nazywane takze analogowymi),

— ciqgle w czasie i dyskretne w amplitudzie,

— dyskretne w czasie i ciqggle w amplitudzie,

— dyskretne w czasie i dyskretne w amplitudzie.

W tej ostatniej klasie wyrdznia si¢ sygnaly cyfrowe. Sg to sygnaly dyskretne
w czasie, ktérych zbiér mozliwych wartosci jest skoriczony.

Szczegblng podklase sygnaléw dyskretnych w amplitudzie stanowig sygnaty,
ktére w kazdej chwili okre§lonosci przybieraja tylko dwie wartos$ci utozsamiane
ze znakami (cyframi) binarnymi ,,0” oraz ,,1”. Sygnaly takie sg nazywane bi-
narnymi. Sygnaly binarne moga by¢ zaréwno ciagle (rys. 1.5), jak i dyskretne
w czasie (rys. 1.6). Sygnaly binarne dyskretne w czasie otrzymuje si¢ w wyni-
ku binarnego kodowania sygnaléw cyfrowych. Sygnaty binarne odgrywajg coraz
wigkszg rolg we wspdlczesnych systemach przetwarzania i transmisji sygnatow.

11\ () A x(tn)

[ AR -
I T T ]

Rys. 1.5. Ciagly sygnat binarny Rys. 1.6. Dyskretny sygnal binarny

Y

Oprécz wymienionych istnieje jeszcze wiele innych linii podzialu sygnatéw.
Bedziemy je omawia¢ w miar¢ wprowadzania odpowiednich definicji parametréw
i charakterystyk sygnaléw, na ktérych sa oparte dalsze kryteria klasyfikacji.

1.1.4. Sygnat a informacja

Sygnaly stuzg do przekazywania wiadomosci. Wraz z przeslaniem wiadomo-
$ci dostarczana jest okre§lona informacja. Pojecie sygnatu jest zatem nierozerwal-
nie zwigzane z pojeciem informacji. Méwi si¢ czesto, ze sygnal jest no$nikiem
informacji.

Informacja, obok materii i pola, jest jednym z najwazniejszych pojec
przyrodoznawstwa. W §wiadomosci ludzkiej dtugo funkcjonowata jako pojecie
subiektywne, niemierzalne, tak jak np. dobro, czy piekno. Zobiektywizowatl je
dopiero Claude E. Shannon. Jego praca A mathematical theory of communica-
tion [1], opublikowana w 1948 r. i okreslana dzi§ zgodnie przez uczonych jako

5
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Magna Carta ery informacyjnej, data poczatek nowej dziedzinie wiedzy — teorii
informacji. Problematyka teorii informacji wykracza poza ramy wyktadu. Stu-
diujgc wszakze jego kolejne strony, warto pamietaé, ze wraz z przetwarzaniem
i przesylaniem sygnatu jest przetwarzana i przekazywana informacja. Dzi$§, dzieki
Shannonowi, wiemy juz jak t¢ informacje mierzy¢ [2].

Zastanéwmy si¢ jednak, czy kazdy sygnal niesie ze sobg informacje¢. Prze-
kazanie informacji jest aktem wypelnienia naszej niewiedzy. Jesli sygnal jest de-
terministyczny, znamy doktadnie jego przebieg w przesztosci, warto§¢ w chwili
biezacej i zachowanie si¢ w przysztosci. Nasza wiedza o nim jest petna. Nie moze
on nam zatem dostarczy¢ informacji. Informacj¢ przekazuja tylko takie sygnaty,
ktére dla odbiorcy sg losowe. Tylko wtedy bowiem, kiedy nie jesteSmy w stanie
przewidzie¢ zachowania si¢ sygnatu w przyszloSci, a jego przebieg mozemy pro-
gnozowad jedynie z pewnym prawdopodobieristwem (doktadniej, przypisaé mu
pewna miare prawdopodobieristwa), fakt odebrania sygnatu wypelnia nasza nie-
wiedze.

Sygnatami losowymi sg oczywiscie sygnaly transmitowane w systemach ko-
munikacyjnych powszechnego uzytku: telefonicznych, radiowych, telewizyjnych.
W przeciwnym przypadku rozmawianie przez telefon, stuchanie radia, czy ogla-
danie telewizji byloby pozbawione sensu. Podobnie, gdyby przeplyw sygnatéw
w naszym komputerze osobistym przebiegal wedlug praw deterministycznych,
siedzenie przy nim bytoby zajeciem nader nudnym.

Sygnalami losowymi sg réwniez sygnaly pochodzace z przestrzeni kosmicznej
odbierane przez radioteleskopy. Dostarczajg nam one informacji np. o strukturze
gwiazd. Do sygnatéw losowych naleza takze wszelkie szumy i zakt6cenia to-
warzyszace nieuchronnie sygnatom uzytecznym. Jezeli zastanowimy si¢ glebiej,
dojdziemy do przekonania, ze w istocie rzeczy wszystkie realne sygnaly fizyczne
sa losowe. To my, w zaleznoSci od celéw badan oraz posiadanej wiedzy a priori,
tworzymy ich modele deterministyczne lub stochastyczne. Jezeli na oscylogram
sygnatu sinusoidalnego o znanej amplitudzie, czestotliwosci i fazie poczatkowej,
otrzymanego na wyjsciu fizycznego generatora, spojrzymy gotym okiem, to wi-
dzimy regularng deterministyczng krzywa o dobrze nam znanym ksztalcie. Jesli
jednak ten sam oscylogram bedziemy oglada¢ w dostatecznie duzym powiek-
szeniu, to okaze si¢, ze ta gladka krzywa jest w rzeczywistoSci postrzepionym,
nieregularnym przebiegiem. Na sygnal sinusoidalny naktadajg si¢ bowiem szumy
wewngtrzne elementéw generatora, powodujace jego fluktuacje. W przypadku,
gdy sygnat ten wykorzystujemy do celéw technicznych (np. jako sygnal noSny
lub synchronizujacy), przyporzadkowujemy mu makroskopowy model determini-
styczny. Jezeli natomiast chcemy pozyskaé informacje np. o mocy szumu gene-
ratora, tworzymy jego doktadniejszy model stochastyczny, uwzgledniajacy takze
sktadowg szumowa.
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1.1.5. Reprezentacje sygnalow

Tylko nieliczne proste sygnaly mozna opisa¢ formutami matematycznymi
i analizowa¢ w naturalnej dziedzinie czasu. Wickszos¢ sygnaléw, z jakimi spoty-
kamy si¢ w praktyce, ma przebieg na tyle ztozony i nieregularny, ze ich bezpo-
Sredni opis w tej dziedzinie jest niemozliwy. Z tego wzgledu w analizie formalne;j
sygnaléw postugujemy sie czgsto ich réznego rodzaju reprezentacjami.

Reprezentacja sygnatu stanowi pewien rodzaj jego symbolicznego opisu, nie-
kiedy o znacznym stopniu abstrakcji. Jej istotg jest to, ze zawiera ona peing
informacje o sygnale, cho¢ zwykle wyrazong w innym jezyku, niz bezposredni
jezyk opisu czasowego. Oznacza to, ze znajac sygnal, mozemy jednoznacznie wy-
znaczy¢ jego reprezentacje, znajac zas te reprezentacje — odtworzy¢ jednoznacznie
sygnal.

Istnieje wiele sposobéw reprezentacji sygnatéw. Kilka najwazniejszych po-
znamy w trakcie wyktadu. Niektérymi z nich juz postugiwaliSmy si¢ w teorii
obwodéw. Na przyktad, sygnat harmoniczny A cos(wt + ¢) o ustalonej i zna-
nej pulsacji w reprezentowali§my za pomoca liczby (amplitudy) zespolonej Ael®.
Znajac te liczbe (i pulsacje w), mozemy jednoznacznie wyznaczy¢ przebieg sy-
gnalu harmonicznego w czasie. Podobnie, sygnal okresowy o ustalonym okresie
Ty reprezentowali§my za pomocg jego trygonometrycznego szeregu Fouriera :

[o.¢]
ag + Z(ak cos kwot + by sin kwot), (1.D)
k=1

gdzie wy = 27 /T). Reprezentacj¢ sygnatu stanowi w tym przypadku nieskoriczo-
ny przeliczalny zbidr liczb rzeczywistych {ag, ax, br: k = 1,2, ...} nazywanych
wspoélczynnikami Fouriera. W szczegdlnych przypadkach zbidr ten jest skoriczo-
ny. Znajac te liczby (oraz okres 7j), jesteSmy w stanie odtworzy¢ jednoznacznie
przebieg czasowy sygnatu. Mozna zatem powiedziec, ze przy zalozeniu znanego
okresu Ty w zbiorze wsp6étczynnikéw Fouriera jest zakodowana pelna informacja
o sygnale.

1.2. Sygnaly analogowe

Sygnaty deterministyczne nie przenoszg informacji. Maja zatem ograniczone
znaczenie w zagadnieniach telekomunikacji, radiokomunikacji, metrologii i in-
nych dziedzinach, w ktérych punkt ciezkosci jest potozony na problemy pozyski-
wania, przetwarzania i przesylania informacji. Mimo to, znaczna cze$¢ wyktadu
bedzie po§wigcona tej wiasnie klasie sygnatéw. Ich doktadne oméwienie jest waz-
ne z co najmniej kilku powodéw.
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Bez opanowania podstaw teorii sygnaléw deterministycznych trudno byloby
zrozumie¢ znacznie trudniejsza od strony pojeciowej i analitycznej problematyke
sygnaléw stochastycznych. Na przyktadzie sygnaléw deterministycznych mozna
w prosty sposéb wyjasni¢ podstawowe sposoby opisu i reprezentacji sygnatéw
oraz zdefiniowaé szereg fundamentalnych poje¢ zwiazanych z sygnatem, takich
jak funkcja autokorelacji czy widmo. Znajac definicje tych poje¢ dla sygnatéw
deterministycznych, mozna je potem tatwo uogélni¢ na sygnaly losowe. Ponadto,
w kategoriach sygnaléw deterministycznych sa opisywane podstawowe operacje
na sygnatach, a takze uklady, przez ktére sygnaly te sa przetwarzane. I wresz-
cie, postugiwanie si¢ modelami deterministycznymi jest w wielu zagadnieniach
duzo prostsze, wygodniejsze, a jednocze$nie wystarczajace do przeprowadzenia
odpowiedniej analizy. Sytuacja taka wystgpuje np. w teorii modulacji, gdzie pod-
stawowe wlasciwos$ci réznych systeméw modulacji mozna zbadac stosujac modele
deterministyczne sygnaléw zmodulowanych, podczas gdy w istocie sygnaly trans-
mitowane w tych systemach majg charakter losowy.

1.2.1. Notacja

Analogowe sygnaly deterministyczne bgdziemy oznaczaé literami tacifiskimi
x(t),y(t), 2(t),..., dodajac w razie potrzeby odpowiednie indeksy. Niektore ty-
powe sygnaly bedziemy oznacza¢ symbolami specjalnymi, utatwiajgcymi zapis
operacji formalnych. Dopdki sygnaly deterministyczne b¢dziemy rozpatrywac ja-
ko modele matematyczne i nie bedziemy ich wigza¢ z konkretnymi sygnatami
fizycznymi, dop6ty wartosci sygnatu bedziemy traktowaé jako bezwymiarowe.

1.2.2. Parametry

Najprostszymi charakterystykami sygnatéw sg ich parametry. Do najczesciej
uzywanych nalezy: warto$¢ Srednia, energia oraz moc. Definicje tych parametréw
podamy najpierw dla sygnatéw rzeczywistych.

Definicja 1.1. Wartos¢ Srednia analogowego impulsowego sygnalu determini-
stycznego z(t) okreslonego w przedziale [t1, t2] jest catkg z tego sygnatu w prze-
dziale [t1, t2] odniesiong do szerokosci tego przedziatu:

[2)

1
(x) = Pa— /x(t) dt. (1.2)
t1

W przypadku sygnaléw o nieskoinczonym czasie trwania warto$¢ Srednia jest
okreSlona jako wielko§¢ graniczna:

T
(o) = Jim o / 2(t) dt. (13)
Gy
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W szczegblnym przypadku, gdy sygnat o nieskoiczonym czasie trwania jest sy-
gnatem okresowym o okresie 7p, uSrednianie w czasie nieskoficzonym jest row-

nowazne uSrednianiu za okres:
to+To

(2) = = / (1) dt, (1.4)

przy czym chwila tg jest dowolna.
Definicja 1.2. Energiq analogowego sygnatu deterministycznego z(t) nazywamy
wielko$¢: 00
E, = / 22 (t) dt. (1.5)
—00

Definicja 1.3. Mocq (srednig) analogowego sygnatu deterministycznego z(t) na-
zywamy wielko§¢ graniczna:

T
. 1 9
P, —Tlgrgoﬁ /w (t) dt. (1.6)
=T

W przypadku sygnatéw okresowych wzér (1.6) przybiera postac:

1 to+71o
P, == / 22 (t) dt, (1.7)
1o
to

gdzie T} jest okresem, a tg—dowolng chwilg.

Tak zdefiniowane wielkoSci energii i mocy sygnalu nie majg sensu nadawane-
go im w fizyce i nalezy je rozumie¢ w znaczeniu uogélnionym. Przy przyjetym
zatozeniu bezwymiarowosci sygnaléw wymiarem energii sygnatu jest sekunda,
a moc jest bezwymiarowa. Gdyby jednak sygnat byt sygnatem napigcia lub pra-
du, to wydzielitby na oporze jednostkowym 1 2 energi¢ (lub moc) réwng liczbowo
wielkosci (1.5) (lub (1.6)).

Definicja 1.4. WartoSciq skuteczng sygnatu jest nazywany pierwiastek z jego mo-

cy Tsp, = vV Py

Energia i moc charakteryzujg wlasciwos$ci energetyczne sygnatu. Na ich pod-
stawie sygnaly deterministyczne sa dzielone na dwie podstawowe roztaczne klasy.

Definicja 1.5. Sygnal z(t) jest nazywany sygnatem o ograniczonej energii , jesli
0< FE, < oo.

Definicja 1.6. Sygnal x(t) jest nazywany sygnatem o ograniczonej mocy , jesli
0< P, < 0.

Moc sygnaléw o ograniczonej energii jest réwna zeru. Energia sygnatéw
0 ograniczonej mocy jest nieskoniczona. Klasa sygnaléw o ograniczonej energii

9



1.2. Sygnaly analogowe 10

obejmuje oczywiscie wszystkie sygnaly impulsowe ograniczone w amplitudzie,
ale nie tylko. Do klasy tej nalezg takze sygnaly o nieskoficzonym czasie trwania,
ktérych wartoSci malejg dostatecznie szybko w funkcji czasu. Sygnaly o ograni-
czonej mocy i ograniczone w amplitudzie sa sygnatami o nieskoficzonym czasie
trwania. Szczegblng podklasg tych ostatnich sg sygnaly okresowe.

1.2.3. Przyklady prostych sygnaléw analogowych
0 ograniczonej energii i skonnczonym czasie trwania

Impuls prostokatny [1(¢)

1“ x(9)
1 dla |t <1/2,
o) =N(t) = {1/2 dia [t = 1/2,
0 dla [t >1/2, -
12 0 1/2 ¢

Rys. 1.7. Impuls prostokatny

Symbol specjalny ['(¢) oznacza unormowany symetryczny impuls prostokat-
ny o jednostkowym czasie trwania i jednostkowej amplitudzie. Zaréwno warto$¢
Srednia tego sygnatu za czas jego trwania, jak i energia s3 jednostkowe. Za po-
mocg tego symbolu mozna zapisa¢ impuls prostokatny o dowolnej wysokosci a,
dowolnej szerokoSci b i przesunigty w czasie o dowolng warto$¢ c (rys. 1.8).

A x(7)

x(t)zaﬂ(t;c>, a

2
() =a, Ey=a‘b. 0 ! -

Rys. 1.8. Przesunigty impuls prostokatny

499

Mnozac dany sygnat przez z(t) = ['1((¢t — ¢)/b) mozna ,,wyciaé” jego do-
wolny fragment. Zapis [1(¢/T') oznacza symetryczny impuls prostokatny o czasie
trwania 7.

10
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Impuls tréjkatny A(t)

A x(o)
1
1—|t] dla [t] <1,
£(t) = A(t) = [t dla [¢]
0 da |t >1,
1 2 | | -
= - EZL' = - '1 0 1
(z) 5 3 t

Rys. 1.9. Impuls tréjkatny

Symbol specjalny A(t) oznacza unormowany symetryczny impuls tréjkatny
o czasie trwania réwnym 2 i warto$ci w zerze réwnej 1. Zapis /\(¢/1") oznacza
symetryczny impuls tréjkatny o czasie trwania 27'.

Impuls kosinusoidalny

A x(r)
Xo
(t) = X tll !
2(t) = Xy cosw
0 0 w/wo )’
2Xo WX(% =
(=== B=55 g O afwg o

Rys. 1.10. Impuls kosinusoidalny
Sygnal ten jest symetrycznym impulsem obejmujacym pét okresu sygnatu
kosinusoidalnego o amplitudzie X i pulsacji wy.
Impuls radiowy

Sygnat ten ma postaé¢ y(t) = x(t) cos(wot + o), gdzie z(t) jest dowolnym
sygnalem impulsowym.

()

Rys. 1.11. Impuls radiowy

11



1.2. Sygnaly analogowe 12

Sygnaly takie sa wykorzystywane m.in. w systemach radiokomunikacyjnych
i radiolokacyjnych. Stad pochodzi ich nazwa. Sygnat z(t) jest nazywany obwied-
nig impulsu y(¢), a funkcja cos(wot + ¢o) —jego wypelnieniem. Czas trwania
impulsu 7T jest z reguly wielokrotnie dtuzszy od okresu wypetnienia 7y = 27 /wy.

1.2.4. Przyklady prostych sygnaléw analogowych
0 ograniczonej energii i nieskonnczonym czasie
trwania

Sygnal wykladniczy malejacy

[0
Xo
Xoe=® dla t >0,
x(t) = a >0,
0 dla t <0,
X2 0 .
=0, E,=-2
@ =0, B =10

Rys. 1.12. Sygnal wykladniczy malejacy

Sygnal sinusoidalny malejacy wykladniczo

Xoe sinwgt dla t >0,

:c(t):{ a>0,

0 dla t <0,
X2 W
=0, E,=-020_-"_.
(@) ’ Y 4o a? 4+ w?
Sygnal Sa
sin wpt dla t £0
a >
x(t) = Sawpt = wot
1 dla t =0,
s
=0, FE,=—.
@ =0, B=

Funkcja (sinz)/z, dobrze znana z analizy matematycznej, nie ma wartosci
w zerze. W teorii sygnatéw przyjmuje si¢ dodatkowo te wartoS¢ za réwng 1.
Symbol specjalny Sa pochodzi od angielskiego stowa sampling (probkowanie).
Przyjecie tego oznaczenia jest uzasadnione szczegdlng rola, jaka sygnal Sa od-
grywa w zagadnieniach prébkowania sygnaléw (por. lekcje 6). W literaturze na
oznaczenie tego sygnalu jest takze stosowany symbol sinc.

12
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Rys. 1.13. Sygnat sinusoidalny malejacy wyktadniczo

A x(¢)
1

Rys. 1.14. Sygnat Sa

Sygnal Sa?
)
sin“ wot
— dla t #0,
x(t) = Sa’wot = { (wot)? 7
1 dla t =0,
2w
z)=0, FE,=_-—.
(@) =
x(7)
1
& @ 2 a2 o X & & Em
[Oh) o wWq [OK) [0 () [ ()

Rys. 1.15. Sygnat Sa?
13
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Sygnal Gaussa
x(7)
1

1 0| 1
Rys. 1.16. Sygnat Gaussa

Sygnat ten jest opisany funkcjg Gaussa o charakterystycznym ksztalcie dzwo-
nu. Jak pamietamy, funkcja ta speinia wazna role w teorii prawdopodobieristwa
i jest wykorzystywana do charakteryzowania wlasciwosci sygnaléw losowych.
W teorii sygnatéw deterministycznych sygnal Gaussa stuzy przede wszystkim
jako sygnal pomocniczy przy definiowaniu modeli dystrybucyjnych sygnatéw

(por. p. 1.2.8).

1.2.5. Przyklady prostych nieokresowych sygnatow
analogowych o ograniczonej mocy

Sygnat staly
A

B

Rys. 1.17. Sygnal staly

Skok jednostkowy 1(t)

A x()
1 dlat>0, )
xz(t)=1(t) =<1/2 dla t=0, 172
0 dlat<o, -
0 t
() = 9’ Py = 9° Rys. 1.18. Skok jednostkowy

Zapis Xol(t — tog) oznacza sygnal skoku o dowolng wartos¢ X przesunie-
ty o dowolny odcinek ¢y osi czasu. Za pomocg symbolu specjalnego 1(¢) mozna

14



1.2. Sygnaly analogowe 15

w wygodny sposéb zapisywaé sygnaly okre$lone tylko na dodatniej potosi czasu.
Na przyklad, zapis sinwgt I(¢) oznacza sygnal sinusoidalny rozpoczynajacy si¢
w chwili £ = 0.

Sygnal wykladniczy narastajacy

1 1
0)=3 Po=s
Rys. 1.19. Sygnat wyktadniczy narastajacy
Sygnal sgn ¢
A x(?)
1
1 dla t>0,
x(t) =sgnt = 0 dlat=0, 5 -
~1 dla t<0. . '

() =0, P,=1.
Rys. 1.20. Sygnal znaku sgn ¢

1.2.6. Przyklady prostych okresowych sygnatow
analogowych o ograniczonej mocy

Sygnal harmoniczny

z(t) = Xosin(wot + o),
—00 < t < 00,

1
() =0, P,= §Xg.

Rys. 1.21. Sygnal harmoniczny

Sygnal ten jest okre§lony przez trzy parametry: amplitude X, pulsacje
wo = 2nfo = 27 /Ty , gdzie fy jest czgstotliwoscig, a Ty — okresem, oraz fa-
z¢ poczatkowa g. Spetnia on w teorii sygnaléw szczegdlnie wazng role.

15



1.2. Sygnaly analogowe 16

Fala prostokatna bipolarna

Rys. 1.22. Fala prostokatna bipolarna

Fala prostokatna unipolarna

x()

T T e
(z) = = Xo, Py = ?Oxg. B |_| |_| |_| |_| ]
To t

0

u

T

Rys. 1.23. Fala prostokatna unipolarna

lloraz T'/Ty jest nazywany wspdtczynnikiem wypetnienia.

1.2.7. Sygnaly zespolone

W teorii sygnaléw — obok modeli rzeczywistych — stosowane sg czesto zespo-
lone modele sygnatéw. O wyborze modelu rzeczywistego lub zespolonego decy-
duja przede wszystkim wzgledy wygody matematycznej. Modele zespolone, mimo
abstrakcyjnego charakteru, umozliwiajg znaczne uproszczenie analizy, zwlaszcza
w przypadku sygnatéw ztozonych.

Sygnat zespolony ma postac:

2(t) = z(t) +jy(), (1.8)

gdzie x(t) = Re z(t) oraz y(t) = Im z(¢) sg sygnatami rzeczywistymi. Wzor
(1.8) opisuje postac algebraiczng sygnatu. Podobnie jak kazdg liczbe zespolona,
sygnal zespolony mozna takze zapisa¢ w postaci biegunowe;j:

2(t) = |2(t)| €0, (1.9)
gdzie |z(t)] = /2%(t) + y2(t) jest modutem, a ¢(t) = arctg[y(t)/z(t)] —argu-

mentem sygnatu. Sygnal:
25(t) = x(t) — jy(t) = |2(t) eI (1.10)
nazywamy sygnatem sprzeZonym z sygnalem z(t).

16



1.2. Sygnaly analogowe 17

Réwniez sygnaly zespolone dzielimy na sygnaly o ograniczonej energii i ogra-
niczonej mocy. Energia i moc sygnatéw zespolonych sg zdefiniowane identycznie
jak w przypadku sygnatéw rzeczywistych, z tym, ze we wzorach definicyjnych
(1.5)—(1.7) zamiast kwadratu sygnatu z2(t) nalezy podstawi¢ kwadrat modutu
|z(t)|?. Rozpatrzymy dwa przyktady.

Zespolony sygnal harmoniczny

&0t = coswgt 4 jsinwgt, t € (—oo,00). (1.11)

Sygnat ten, nazywany niekiedy zespolong sinusoidq, jest czesto wykorzystywa-
ny jako zespolona reprezentacja rzeczywistego sygnatu harmonicznego. Mozna
tatwo sprawdzié, ze jest on sygnalem okresowym o okresie Ty = 27 /wy:

ejwo(t+T0) — ejwot ejonO — ejwot ej?7r — ejwot

i sygnatem o ograniczonej mocy:

To To
1 : 2 1
Po=— [ | dt = = [ 1dt = 1.
T TOO/} | TOO/

Sygnatl analityczny

Sygnat analityczny stanowi szczegdlnego rodzaju zespolong reprezentacje sy-
gnalu rzeczywistego, czesto stosowang w zagadnieniach modulacji sygnalow. Sy-
gnatem analitycznym, reprezentujgcym rzeczywisty sygnat (t), nazywamy sygnat
zespolony:

zz(t) = x(t) +jz(t), (1.12)
ktérego czescig rzeczywista jest sygnal x(t), a czescig urojong — transformata Hil-
berta Z(t) tego sygnalu okreslona wzorem:

o

#(t) = 1/ (1) 4y, (1.13)

™ t—T1
—00

gdzie catka jest rozumiana w sensie wartoSci gféwnej Cauchy’ego.

Podobnie jak przeksztalcenia Fouriera i Laplace’a, przeksztalcenie Hilberta
jest przeksztalceniem catkowym odwzorowujacym dany sygnal w inng wielko§é
funkcyjng. Cechg charakterystyczng przeksztalcenia Hilberta jest to, iz w odréz-
nieniu od przeksztatcen Fouriera i Laplace’a przeksztalca ono funkcj¢ zmiennej ¢
(sygnal) w inng funkcje zmiennej ¢ (inny sygnat), a wigc w wielko$¢ funkcyjna
w tej samej dziedzinie.

Przeksztalcenie Hilberta i pojecie sygnatu analitycznego oméwimy doktad-
niej w lekcji 10(p. 10.1) poswieconejsygnatlom zmodulowanym. W tym miejscu
ograniczymy si¢ jedynie do podania przykiladu. Mozna wykazaé, ze transfor-
mata Hilberta sygnalu coswy jest réwna sin wgt. Tak wiec sygnalem analitycz-
nym, reprezentujacym rzeczywisty sygnal harmoniczny coswyt, jest zespolony
sygnal el“ot,

17



1.2. Sygnaly analogowe 18

1.2.8. Sygnaly dystrybucyjne

W wielu zagadnieniach teorii sygnatéw bardzo uzytecznymi modelami sygna-
16w sa wielkoSci matematyczne zwane dystrybucjami (funkcjami uogélnionymi).
Dystrybucje nie sa funkcjami w sensie przyjetym w klasycznej analizie matema-
tycznej i sg definiowane w sposéb odmienny niz zwykle funkcje. Najwazniejsza
z nich jest impuls Diraca §(t) (nazywany takze dystrybucjq Diraca lub deltq
Diraca).

Impuls Diraca

1
5(t) = 0 dat#0, .
oo dla t=0.

/ 5(t)dt = 1. 0 .

Rys. 1.24. Impuls Diraca

Impuls Diraca jest modelem nierealizowalnego fizycznie nieskoriczenie wa-
skiego sygnatu, o nieskoriczenie duzej amplitudzie i polu réwnym 1. Przyjetym
powszechnie symbolem graficznym impulsu Diraca jest prazek zakoniczony strzat-
ka umieszczony w punkcie ¢ = 0, ktérego wysoko§¢ jest réwna polu impulsu
(rys. 1.24). Symbol X(d(t — to) oznacza impuls Diraca o polu Xy wystepujacy
w chwili t.

Impuls Diraca opisuje gestos¢ amplitudy przypadajacej na jednostke czasu. Jej
miarg jest pole impulsu. W przeciwiefistwie do poprzednio omawianych sygna-
16w, ktére przy przyjetej konwencji sg bezwymiarowe, impuls Diraca ma wymiar
1/s, a wigc taki sam jak czestotliwos¢. Nalezy takze podkreslié, ze z formalne-
go punktu widzenia impuls Diraca nie nalezy do klasy sygnaléw o ograniczonej
mocy, jego moc jest bowiem nieskoniczona.

Podana definicja dystrybucji Diraca nie spetnia wymogu ScistoSci matema-
tycznej. Dla potrzeb analizy sygnalow konieczne jest przyjecie definicji bardziej
Scistej, w oparciu o ktérg mozna byloby poprawnie zdefiniowaé operacje wyko-
nywane na sygnatach z udzialem dystrybucji Diraca. W tzw. elementarnej teorii
dystrybucji dystrybucje¢ Diraca rozumie si¢ jako granicg ciagu {J(t, o)} zwyklych
funkcji 0(¢, ), gdzie a > 0 jest parametrem, spetniajagcego warunki:

a—0

A / S(t,a)dt =1,  lim 6(¢, «) = 6(¢). (1.14)

Ciag {0(t, )} jest nazywany ciggiem aproksymujgcym dystrybucje 6(t). Ciggéw
takich mozna utworzy¢ wiele (por. [3], p. 2.3.6). Jako przykfad moze stuzy¢ ciag
funkcji Gaussa (por. rys. 1.16).

18



1.2. Sygnaly analogowe 19

Ciag funkcji Gaussa aproksymujacy impuls Diraca

A sa)

a-=>0

t

Rys. 1.25. Ciag funkcji Gaussa aproksymu-
jacy impuls Diraca

W miarg jak o dazy do zera funkcje te stajg si¢ coraz wezsze, a ich warto$¢é
maksymalna w chwili £ = 0 roS$nie do nieskoficzonosci. W granicy, gdy o — 0,
otrzymujemy impuls Diraca.

Wiasciwosci impulsu Diraca

Omoéwimy podstawowe wilasciwosci impulsu Diraca, na ktére bedziemy si¢
dalej czesto powotywac.

1. Wtasciwosc¢ probkowania
x(t)d(t — to) = x(to)d(t — to). (1.15)

W wyniku mnozenia dowolnego sygnatu przez impuls Diraca 6(t — ty) wy-
stepujacy w chwili ¢t = ¢y otrzymujemy impuls Diraca w tej samej chwili o polu
réwnym wartoSci (prébee) tego sygnatu w chwili ¢ = ¢y. Wyrazenie x(to)d(t —to)
po prawej stronie réwnosci (1.15) mozna przyjac za reprezentacje dystrybucyjng
probki z(ty).

2. Wtasciwos¢ filtracji

[e.e]

/:v(t)é(t—to)dt — 3(t). (1.16)

—00

Wiasciwos¢ ta jest konsekwencja wlasciwosci probkowania. Catka iloczynu
dowolnego sygnatu z(t) i impulsu Diraca §(t — to) wystepujacego w chwili ¢ =
to jest réwna prébce z(tg) tego sygnatu w tej chwili.

3. Zwiqzki ze skokiem jednostkowym

t

/ S dt' = 1(t), (1.17)
- 19



1.2. Sygnaly analogowe 20

d

—1(t) =4(¢). 1.18

() = 5(1) (118)
Rézniczkowanie i calkowanie nalezy tu rozumie¢ w sensie dystrybucyjnym, tj.

jako operacje na odpowiednich ciagach aproksymujgcych, a otrzymang réwnos¢ —

jako zwigzek migdzy granicami tych ciagdéw.

4. Wtasciwos¢ splotu

x(t) «5(t) = x(t), x(t)*d(t —to) = z(t — to). (1.19)

Splot sygnatu z(t) z dystrybucjg Diraca §(¢) daje w wyniku ten sam sygnat
x(t). Wynika stad, ze 6(t) jest elementem identycznosciowym operacji splotu.
W przypadku splatania z dystrybucjq przesunietg w czasie o ty otrzymujemy
kopie sygnatu przesunietg o to. Wlasciwos¢ splotu jest czasami nazywana wila-
Sciwo$cig powtarzania.

Komentarz. Pojecie splotu jest jednym z fundamentalnych poje¢ teorii sygnatéw. Bedzie
ono dalej czgsto wystepowaé w réznych fragmentach tekstu, przy czym operacja splo-
tu bedzie rozpatrywana zaréwno w dziedzinie czasu, jako operacja na sygnalach, jak i
w dziedzinie czestotliwosci, jako operacja na widmach. Bedziemy przy tym zakladaé, ze
definicja splotu oraz jego podstawowe wiasnosci sa znane. Obszerne oméwienie operacji
splotu mozna znalezé¢ w [4], p. 9.1.1 1 9.1.2.

Okresowy ciag impulséw Diraca (dystrybucja grzebieniowa)

br(t) = 3 5(t—ny)

n—=—oo

'3TO 'ZTO 'TO O TO 2TO 3T0 4T0 t

Rys. 1.26. Dystrybucja grzebieniowa

Dystrybucja grzebieniowa jest —obok impulsu Diraca — modelem dystrybucyj-
nym najcz¢sciej wykorzystywanym w analizie sygnatéw. Dystrybucja ta jest okre-
sowym ciggiem impulséw Diraca powtarzanych z okresem 7j. Jej wykres przypo-
mina nieskoiczony grzebiefi, ktérego ,,z¢by” sg réwnoodlegle i maja jednakowa
wysoko$¢. Uzasadnia to przyjeta nazwe tej dystrybucji. W literaturze dystrybucja
grzebieniowa jest nazywana takze dystrybucjq sza, dystrybucjq comb lub ideal-
nym sygnatem prébkujgcym.

Wiasciwosci dystrybucji grzebieniowej
1. Wiasciwos¢ probkowania

o0

2(t)0r,(t) = Y x(nTo)s(t — nTp). (1.20)

n=—oo

20



1.2. Sygnaly analogowe 21

W wyniku mnozenia dowolnego sygnatu x(t) przez dystrybucje grzebieniowa
o7, (t) otrzymujemy cigg powtarzanych z okresem T impulséw Diraca o wyso-
kosciach okreslonych przez prébki x(nTp) sygnatu. Obwiednig tych impulséw
jest sygnal z(t). Méwiac obrazowo w wyniku tej operacji otrzymujemy grzebien,
ktérego wierzchotki zgbow uktadajg si¢ w ksztatt sygnatu.

Sygnat dystrybucyjny z(t) = > 02 x(nTp)d(t — nTp). stanowi dystrybu-
cyjng reprezentacj¢ sprobkowanego sygnatu x(t). Bedziemy go nazywaé impul-
sowym sygnatem sprobkowanym (rys. 1.27).

a) x(?) b) x(tn)

0 t 'TOO‘ Ty

~

_TO 0 TO t

Rys. 1.27. Sygnat (a), jego wersja sprobkowana (b) i reprezentacja za pomocg impulsowego sygnatu
sprobkowanego (c)

2. WitasciwosS¢ powielenia okresowego

oo

2(t) % Oy (t) = Y a(t — nTy). (1.21)

n=—oo

W wyniku splecenia dowolnego sygnatu x(t) z dystrybucja grzebieniowa
o7, (t) nastgpuje powielenie okresowe tego sygnatu z okresem Tp. W przypad-
ku, gdy sygnatl x(t) jest sygnalem impulsowym o czasie trwania krétszym niz
okres dystrybucji grzebieniowej 1p, sygnal powielony jest ciggiem wiernych kopii
sygnalu z(t) powtérzonych co przedziat T (rys. 1.28). Mozna obrazowo powie-
dzieé, ze w efekcie splecenia sygnatu x(t) z dystrybucja grzebieniowa na kazdym
jej zgbie pozostawia on swoj wierny Slad.
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1.2. Sygnaly analogowe 22

x(f) x(t) 07, (1)

Rys. 1.28. Powielenie okresowe sygnatu impulsowego
1.3. Sygnaly dyskretne

Sygnat dyskretny jest okreslony jedynie w dyskretnym zbiorze chwil {...t_1,
to, t1,t2, ...} i zdefiniowany jako ciag swoich wartosci w tych chwilach. Sygnaty
dyskretne wystepujace w technice otrzymujemy z reguly w wyniku prébkowania
sygnaléw analogowych, tj. rejestracji wartodci sygnatu analogowego w okreslo-
nych chwilach. Najczgsciej rejestracja probek lub —jak méwimy —ich pobieranie
nast¢puje w chwilach jednakowo od siebie odlegtych. Prébkowanie nazywamy
wowczas rownomiernym.

Zauwazmy, ze w sensie przytoczonej definicji sygnatami dyskretnymi sg tak-
ze: cigg ocen uzyskany przez studenta podczas studiéw, cigg notowan kursu zto-
tego wzgledem dolara podawany codziennie w gazecie, ciagg corocznych pomia-
row potozenia pewnej gwiazdy wzgledem Ziemi, czy tez ciag odczytéw wodo-
wskazu mierzacego stan wody w rzece, dokonywanych w okreS§lonych godzinach.
W pierwszych dwoéch przypadkach sygnaly dyskretne nie majg swoich ,,pierwo-
wzoréw” analogowych. Natomiast w dwodch ostatnich przypadkach sygnaty dys-
kretne powstajg w wyniku prébkowania wielkoSci analogowych, gdyz zaréwno
polozenie gwiazdy, jak i poziom wody w rzece zmienia si¢ plynnie w czasie.

W dalszym ciagu bedziemy rozpatrywaé wylgcznie sygnaty dyskretne sprob-
kowane réwnomiernie, a wigc okreslone w chwilach ¢, = nTs, gdzie Ty jest
przedziatem dyskretyzacji. Przedziat ten jest nazywany rowniez okresem lub prze-
dziatem probkowania. Odwrotnos§é okresu probkowania fs = 1/T jest nazywana
czestotliwosciq probkowania. Poniewaz w analizie formalnej sygnatéw dyskret-
nych nie jest istotne w jakiej chwili ¢,, jest pobierana probka, a istotny jest jedynie
jej kolejny numer w ciggu prébek, za argument sygnatéw dyskretnych bedziemy
przyjmowac zmienng bezwymiarowa n = t,/Ts, tj. czas unormowany wzgle-
dem okresu prébkowania. Dyskretne sygnaly deterministyczne bedziemy oznaczaé
z[n],y[n], z[n], ..., a ich prébki—x(n),y(n), z(n),...

1.3.1. Parametry
Wzory definiujace podstawowe parametry dyskretnych sygnaléw determini-

stycznych sg odpowiednikami wzoréw (1.2)—(1.7) dla sygnatéw ciaglych i majg
posta¢ sum.
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1.3. Sygnaly dyskretne 23

Definicja 1.7. Warto$¢ srednia dyskretnego impulsowego sygnatu deterministycz-
nego z[n| , okreslonego w skoficzonym przedziale [n1, na], jest stosunkiem sumy
wszystkich probek w tym przedziale do liczby tych prébek:

1 &
r) = ——— x(n). (1.22)
) = T 2 o)
W przypadku sygnaléw o nieskoficzonym czasie trwania warto$¢ Srednia jest
okreSlona wzorem:

, 1
(x) = lim_ N 1 > a(n). (1.23)

n=—

W szczegdlnym przypadku dyskretnych sygnatéw okresowych o okresie Ny wzor
(1.23) przybiera posta¢ (ng jest dowolng liczbg catkowita):

1 no+No—1
(x>zﬁo ;;O z(n). (1.24)

Definicja 1.8. Energig dyskretnego sygnalu deterministycznego x[n| nazywamy
wielko$¢:

o0
E, =) 2%(n), (1.25)
n=oo
a mocg — wielko§¢ graniczna:
1 N
P,=1 2(n). 1.26
v NLOO2N+1ZN””(") (1.26)

Jesli sygnal jest okresowy, moc mozna oblicza¢ ze wzoru réwnowaznego:

no+No—1
1 "otNo

Po=— Y 2%(n), (1.27)

no

gdzie Ny jest okresem, a ng dowolng liczba catkowita. Wielko$¢ zs, = v/ P, jest
nazywana warto$cig skuteczng sygnatu x[n].

Podobnie jak sygnaly ciagte, dyskretne sygnaty deterministyczne dzielimy na
dwie podstawowe klasy. Jesli 0 < E, < oo, sygnal z[n| nazywamy sygnatem
o ograniczonej energii. Jesli 0 < P, < oo , sygnal z[n| nazywamy sygnatem
0 ograniczonej mocy.

23



1.3. Sygnaly dyskretne 24

1.3.2. Przyklady prostych sygnatéw dyskretnych
0 ograniczonej energii i skonnczonym czasie trwania

Impuls (delta) Kroneckera d[n]

1 dlan=0
x[n]zé["]:{o cu:Z#of

Rys. 1.29. Delta Kroneckera

Delta (impuls) Kroneckera jest dla sygnaléw dyskretnych odpowiednikiem
delty Diraca dla sygnaléw analogowych. W przeciwienistwie do delty Diraca jest
to zwykla funkcja. Symbol Xod[n — ng] oznacza sygnat o wartosci Xy w punkcie
n = ng 1 pozostatych wartoSciach réwnych zeru.

Impuls prostokatny

0 dla n> |N|
(x) =1, E,=2N+1.

[]_{1 dla n <|N],

Rys. 1.30. Dyskretny impuls prostokatny

Impuls tréjkatny
A ]

In| N=5
_ <
o[n] = 1 N dla n <|N|,
0 dan>|N|
N N2 41 12348
= E = — n
@ =oni1m B 3N

Rys. 1.31. Dyskretny impuls tréjkatny

Na rys. 1.31 przedstawiono wykres tego sygnatu dla N = 5. W tym przypad-
ku (z) = 5/11 oraz E, = 17/5.
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1.3. Sygnaly dyskretne 25

1.3.3. Przyklady prostych sygnatéw dyskretnych
0 ograniczonej energii i nieskoniczonym czasie
trwania

Sygnatl wykladniczy

1
(x) =0, E$:1—a2' g
Rys. 1.32. Dyskretny sygnal wyktadniczy
Sygnal Sa
S0 41 20,
x[n] = Sa(nby) = nbo
1 dla n =0.
™
A x{n]
L
i

\u’m‘ulr/j 0 E\L“ M):émlimﬁ n

Rys. 1.33. Dyskretny sygnat Sa

Bezwymiarowy parametr 6y ma tu znaczenie pulsacji unormowanej. Poniewaz
parametr ten pojawia si¢ po raz pierwszy, podamy przy tej okazji jego interpre-
tacje.

Dyskretny sygnal Sa otrzymuje si¢ jako wynik prébkowania cigglego sygnatu
Sa(27 fot) w chwilach ¢,, = nT}, gdzie T jest okresem probkowania. Po sprob-
kowaniu sygnatu ciaglego otrzymujemy sygnat dyskretny z[n] = Sa(n2w foT5s).

25



1.3. Sygnaly dyskretne 26

W teorii sygnatéw dyskretnych normuje si¢ zwykle nie tylko skalg¢ czasu wzgle-
dem okresu probkowania Ty, lecz rowniez skale czestotliwoSci wzgledem czesto-
tliwosci prébkowania f; = 1/Ts. W tym celu wprowadza si¢ pojecie czestotliwo-
Sci unormowanej vy = fo/fs = foTs. Postugujac sie tym parametrem, mozemy
zapisaé dyskretny sygnal Sa w postaci x[n] = Sa(n271y). Definiujac z kolei
unormowang pulsacje jako 0y = 2wy = 27 fols = woTs, otrzymujemy podany
wyzej zapis dyskretnego sygnalu Sa. Z uwagi na zwigzek 6y = woTs; méwimy,
ze pulsacje 0y otrzymujemy w wyniku unormowania pulsacji wg wzgledem okre-
su prébkowania Ts. Wykres dyskretnego sygnalu Sa przedstawiony na rys. 1.33
zostal sporzadzony dla 6y = /4.

1.3.4. Przyklady prostych sygnaléw dyskretnych
0 ograniczonej mocy

Sygnat staly
xfn]
1
et wcoce T
r)=1, =1L 112345 "

Rys. 1.34. Dyskretny sygnat staly

Skok jednostkowy 1[n)]

x[n]un]l{; j;glj;ig; ---1|MMWW”'

Rys. 1.35. Dyskretny skok jednostkowy

Zapis Xol[n — ng| oznacza sygnal skoku o dowolna warto$¢ Xy w punkcie
N 081 czasu.
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Stownik 27

Sygnal harmoniczny

z[n] = Xo sin(nby + o),

—00 < n < 00,

1
(x) =0, P,= 5,Xg.

Rys. 1.36. Dyskretny sygnat harmoniczny

Dyskretny sygnal harmoniczny, nazywany tez dyskretng sinusoidq, otrzymuje-
my w wyniku prébkowania cigglego sygnatu harmonicznego z(t) = X sin(wot+
+¢p) . Parametr 0y = w7 jest jego unormowang pulsacjg. Dyskretny sygnat
harmoniczny nie zawsze jest sygnatem okresowym zmiennej n. Warunkiem okre-
sowosci jest, aby liczba 27 /6y byta liczbg wymierng. Istnieje wtedy taka liczba
catkowita k, ze 27k /0y jest liczbg catkowitg. Okresem (podstawowym) jest wow-
czas najmniejsza liczba ng taka, ze ng = 27k /6y dla pewnego k. W przypadku,
gdy 27 /6y jest liczbg niewymierna, dyskretny sygnal harmoniczny nie ma okresu
(jest tzw. sygnatem prawie okresowym). Wykres na rys. 1.36 zostat sporzadzony
dlae():Tr/Gich:O.

Stownik

czestotliwo$¢ unormowana
czestotliwo$¢ unormowana wzgledem okresu probkowania

dwubity
dwuelementowe ciggi znakéw binarnych

dystrybucja
wielko$¢ matematyczna nie bedacg funkcja, wykorzystywana jako model
matematyczny sygnatu

dystrybucja grzebieniowa
okresowy cigg impulséw Diraca

dziedzina czasu
naturalna dziedzina opisu i analizy sygnatéw i uktadéw w funkcji zmiennej
t — czasu
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fala prostokatna bipolarna
analogowy okresowy sygnal binarny przybierajacy dwie wartosci: X
w pierwszej czgSci okresu i — Xy — w drugiej czgSci okresu

fala prostokatna unipolarna
analogowy okresowy sygnat binarny przybierajacy dwie wartosci 0 lub X;
okresowy cigg impulséw prostokatnych o jednakowej amplitudzie i jedna-
kowym czasie trwania, z reguly znacznie mniejszym od okresu powtarzania
impulséw

impuls
sygnal o skoficzonym czasie trwania

impuls (delta, dystrybucja) Diraca
wielko$¢ niefunkcyjna, przybierajaca wartosci zerowe dla chwil ¢ # 0 i war-
to$¢ nieskoriczenie duza w chwili £ = 0, ktérej pole (catka) jest réwna
jednosci; przyjmowana jako model matematyczny nieskoficzenie waskiego
impulsu o nieskoficzonej amplitudzie

impuls (delta) Kroneckera
sygnat dyskretny przybierajacy warto$¢ 1 w chwili n = 0 i wartoSci zerowe
w pozostatych chwilach

impuls prostokatny
sygnal impulsowy o stalej wartoSci w przedziale jego okreslonosci

impuls radiowy
sygnal oscylacyjny o wysokiej czestotliwoSci oscylacji i wolnozmieniajace;j
si¢ obwiedni (amplitudy chwilowe;j)

impulsowy sygnat sprobkowany
model matematyczny sygnatu sprobkowanego w postaci ciggu impulséw
Diraca o polach réwnych wartoSciom kolejnych prébek

modulacja QPSK
modulacja cyfrowa z czterowarto§ciowym kluczowaniem fazy

probka sygnatu
warto$¢ sygnatu w okreslonej chwili prébkowania

probkowanie
operacja na sygnale polegajaca na pobraniu (zarejestrowaniu) wartosci sy-
gnalu analogowego w dyskretnych chwilach, najczg¢sciej réwnoodlegtych;
w wyniku prébkowania sygnal analogowy jest przetwarzany w sygnal dys-
kretny

probkowanie rownomierne
probkowanie ze stalym odstepem miedzy kolejnymi prébkami
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przedzial (okres) prébkowania (dyskretyzacji)
dlugos¢ odcinka czasu miedzy dwiema kolejnymi probkami przy zalozeniu
prébkowania réwnomiernego

przeksztalcenie Hilberta
przeksztalcenie catkowe przyporzadkowujace sygnatowi inny sygnal
(transformate Hilberta)

pulsacja unormowna
pulsacja unormowana wzgledem okresu prébkowania

reprezentacja sygnalu
przedstawienie sygnatu za pomoca innych wielkosci, np. wektora, innego
sygnalu, sumy wazonej innych sygnaléw lub funkcji okreslonej w innej
dziedzinie ( czgstotliwosci, zespolonej)

splot w dziedzinie czasu
operacja na parze sygnatéw przyporzagdkowujgca im inny sygnat

sygnat
proces zmian w czasie pewnej wielko$ci fizycznej lub stanu obiektu fizycz-
nego

sygnal analityczny
reprezentacja sygnatu w postaci sygnatu zespolonego, ktérego czgscig rze-
czywistg jest dany sygnal, a czgscig urojong jego transformata Hilberta

sygnal analogowy
sygnal okre§lony w ciagglym przedziale czasu i przybierajacy wartosci
w zbiorze ciaglym

sygnal binarny
sygnal, ktéry w kazdej chwili, w ktérej jest okreSlony, przybiera jedng
z dwéch wartosci

sygnal cyfrowy
sygnal okre$lony w dyskretnych chwilach czasu i przybierajacy w tych chwi-
lach warto$ci ze zbioru skoriczonego

sygnal deterministyczny
sygnal, ktérego wartoSci w kazdej chwili sg okre§lone jednoznacznie

sygnal dyskretny
sygnal okreslony w dyskretnych chwilach czasu (najczesciej réwnoodle-
gltych) i nieokreslony w pozostatych chwilach

sygnal dystrybucyjny
sygnal, ktérego przebieg jest opisany dystrybucja
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sygnal harmoniczny
sygnal, ktérego przebieg w czasie jest opisany funkcja sinusoidalng (ciagla
lub dyskretng) o ustalonej amplitudzie, czestotliwosci 1 fazie poczatkowe;j

sygnal impulsowy (o skoniczonym czasie trwania)
sygnal okre§lony w skonczonym przedziale czasu (ciagglym w przypadku
sygnaléw analogowych lub dyskretnym w przypadku sygnatéw dyskret-
nych)

sygnat losowy (stochastyczny)
sygnal, ktérego wartosci w kazdej chwili sg zmiennymi losowymi i ktérego
ewolucja w czasie nastepuje wedtug okreslonych praw probabilistycznych

sygnal o nieskoniczonym czasie trwania
sygnal okreslony w nieskoficzonym przedziale czasu (najcz¢Sciej na dodat-
niej osi czasu badZ calej osi czasu w przypadku sygnatéw analogowych
lub na zbiorze liczb naturalnych badz zbiorze wszystkich liczb catkowitych
w przypadku sygnaléw dyskretnych

sygnal o ograniczonej energii
sygnal, ktérego energia jest skoficzona

sygnal o ograniczonej mocy
sygnal, ktérego moc jest skoriczona

sygnal quasi-deterministyczny
sygnal o parametrach bedacych zmiennymi losowymi (np. sygnal harmo-
niczny o losowej fazie)

sygnal rzeczywisty
sygnal, ktérego przebieg jest opisany funkcja rzeczywistg czasu

sygnal zespolony
sygnal, ktérego przebieg jest opisany funkcjg zespolong czasu

szum
sygnal losowy, z reguly szerokopasmowy, zakt6cajacy sygnat uzyteczny

transformata Hilberta
sygnal otrzymany w wyniku przeksztalcenia Hilberta danego sygnalu

trygonometryczny szereg Fouriera
przedstawienie sygnatu okresowego jako sumy wazonej (w szczegllnych
przypadkach skoriczonej) sygnatéw harmonicznych o czestotliwoSciach be-
dacych wielokrotnoSciami czestotliwosci podstawowej réwnej odwrotno$ci
okresu sygnatu

warto$¢ Srednia, energia, moc, warto$¢ skuteczna sygnatu
parametry charakteryzujace sygnat
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wspotczynnik wypehienia
stosunek czasu trwania impulsu do okresu unipolarnej fali prostokatnej

Literatura

[1] Shannon C.E.: A mathematical theory of communication. Bell Syst. Techn. Journal, vol. 27,
July 1948.

[2] Szabatin J.: Era informacyjna a teoria Shannona. Przeglad Telekomunikacyjny, r. LXXIIL, nr
4, 2000.

[3] Szabatin J.: Podstawy teorii sygnatéw. WKik., Warszawa, wyd. 3, 2000.
[4] Osiowski J., Szabatin J.: Podstawy teorii obwodéw, tom III. WNT, Warszawa, 1995.

31



Lekcja 2

Przestrzenie sygnalow

W lekcji 2 sygnaly bedziemy rozpatrywac jako elementy pewnych przestrze-
ni funkcyjnych, w ktérych — analogicznie jak w zwyklej przestrzeni wektorowe;j
— mozna formalnie okresli¢ wielko$¢ sygnatu (jego norme), odleglo$¢ miedzy
sygnalami oraz kat migdzy nimi. Wprowadzimy wazne pojecia ortogonalnosci i
ortonormalno$ci sygnatéw oraz rozpatrzymy rozwinig¢cia sygnaléw w ortogonalne
(ortonormalne) uogdlnione szeregi Fouriera. Oméwimy przyktady takich szere-
géw, m.in. trygonometryczne szeregi Fouriera rzeczywisty i zespolony oraz szereg
Kotielnikowa-Shannona, odgrywajace w teorii sygnatéw szczeg6lnie istotng role.

2.1. Sygnaly jako elementy przestrzeni
funkcyjnych

2.1.1. Reprezentacja sygnalu za pomocg sygnatow
bazowych

W teorii sygnatéw analogowych szeroko wykorzystuje si¢ metody, w ktérych
sygnaly sa rozpatrywane jako elementy przestrzeni funkcyjnych. Przestrzen funk-
cyjna jest zbiorem funkcji, ktérego wszystkie elementy charakteryzuja si¢ pewna
wspdlng cechg i w ktérym jest okre§lona pewna struktura algebraiczna, tzn. sa
zdefiniowane operacje na jego elementach oraz rzgdzace nimi prawa — aksjomaty
przestrzeni funkcyjne;j.

Ujecie sygnalow analogowych w kategoriach przestrzeni funkcyjnych ma do-
brze ugruntowang teori¢ i utatwia rozwigzanie szeregu teoretycznych i praktycz-
nych probleméw teorii sygnaléw. Umozliwia ono przede wszystkim okreSlenie
formalnej miary odleglosci miedzy sygnalami w danej przestrzeni, analogicznie
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2.1. Sygnaly jako elementy przestrzeni funkcyjnych 33

jak czyni si¢ to w zwyklej przestrzeni wektorowej, wprowadzajac euklidesowska
miare odlegtosci dwoch wektorow. Okreslenie takiej miary umozliwia obiektywna
oceng¢ stopnia podobieistwa dwdch sygnaldéw i jednoznaczne rozwigzanie zagad-
nienia poszukiwania sygnatu najblizszego (przy przyjetych zatozeniach) danemu
sygnatowi.

Metody oparte na pojeciu przestrzeni funkcyjnej umozliwiaja ponadto repre-
zentacje ztozonych sygnaléw za pomoca pewnych standardowych prostych sygna-
16w, nazywanych sygnatami bazowymi. Reprezentacja ta polega na przedstawie-
niu danego sygnatu w postaci kombinacji liniowej sygnaléw bazowych. Takze
i tu wystepuje analogia do przestrzeni wektorowych, gdzie kazdy wektor mozna
przedstawi¢ jako kombinacje liniowa wersorow. Wazng zalety takiej reprezenta-
cji jest kompresja informacji o sygnale. Aby w petni scharakteryzowaé sygnal,
wymagana jest znajomos¢ jego wartosci we wszystkich chwilach, w ktorych jest
on okreslony, a wiec znajomos¢ nieprzeliczalnego w ogdlnym przypadku zbioru
liczb. Wyznaczenie reprezentacji sygnatu w przestrzeni funkcyjnej jest réwno-
znaczne z zapamigtaniem informacji o nim w przeliczalnym, a w szczeg6lnych
przypadkach — w skoficzonym zbiorze wspétczynnikéw odpowiadajgcej mu kom-
binacji liniowej. Dla ustalonego zbioru funkcji bazowych zbidr tych wspétczyn-
nikéw, czyli wspétrzednych sygnatu w danej przestrzeni funkcyjnej, stanowi jego
jednoznaczng reprezentacje.

Metody reprezentacji i analizy sygnalow oparte na pojeciu przestrzeni funk-
cyjnej maja takze inne zalety. Ulatwiaja glebsze wniknigcie w czesto ztoZong
»strukture wewnetrzng” sygnaléw, umozliwiajac tym samym zbadanie ich wtasci-
wosci, ustalenie wzajemnych relacji miedzy sygnatami, a takze prostg i pogladowa
interpretacj¢ wykonywanych na nich operacji. Stanowig takze punkt wyjscia do
syntezy ztozonych sygnaléw za pomocg prostych sygnaléw, tatwo generowanych
z wykorzystaniem typowych ukladéw elektronicznych. Z uwagi na $cislg analogi¢
z przestrzeniami wektorowymi, noszg one nazwe metod geometrycznych.

2.1.2. Przyklady przestrzeni sygnalow

Rozwazmy dwa proste przyktady, przyblizajace pojgcie przestrzeni funkcyjne;j
1 zwigzane z nim poj¢cie bazy przestrzeni.

Przyklad 2.1. We wspoiczesnych cyfrowych systemach transmisji danych infor-
macja Zrédtowa ma postac ciaggéw symboli binarnych ,,0” oraz ,,1”. W celu trans-
misji tych symboli stosowane sg rézne systemy cyfrowej modulacji sygnatow.
Jednym z takich systeméw jest system QPSK z czterowartosciowym kluczowa-
niem fazy (ang. Quadriphase-Shift Keying) —por. 13.3.5. W systemie tym w kaz-
dym kolejnym odcinku czasu o dlugosci T jest transmitowany jeden z czterech
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sygnaléw reprezentujgcych pary symboli binarnych (dwubity):

[ o —
= — o

= Acos| 27 fot +

(
= Acos (27Tf0t +
(
(

3

rM\I»MUuMw»bM—‘
S|
\_/ N———— ~— \_/

@2.1)

= Acos(2nfot +

= Acos| 27 fot +

Sygnaly te sa harmonicznymi impulsami radiowymi (por. rys. 1.11) o czasie
trwania T, amplitudzie A, czestotliwosci oscylacji (nosnej) fo i ré6znych fazach
poczatkowych odlegtych od siebie kolejno o 7/2 (rys. 2.1). Informacja Zrédtowa
jest zakodowana w fazie. Czgstotliwo$¢ fj jest tak dobrana, ze na odcinek czasu
T przypada catkowita liczba okreséw Ty = 1/ fy oscylacji, przy czym z reguly

To<T.

/4

Rys. 2.1. Sygnaly transmitowane w systemie QPSK

Korzystajac z odpowiednich tozsamosci trygonometrycznych, sygnaly s;(t)
mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowych dwéch elementarnych sygnatéw
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x1(t) = cos(27 fot) oraz xa(t) = sin(2w fot):

s1(t) = ?A cos(2m fot) — ?A sin(27 fot),

V2

so(t) = —714 cos(2m fot) — ?A sin (27 fot),

V2

s3(t) = —TA cos(2m fot) + ?A sin(27 fot),

s4(t) = ?A cos(2m fot) + \fA sin (27 fot).

(2.2)

Sygnaly s;(t) mozna zatem traktowaé jako elementy przestrzeni funkcyjnej &2,
w ktérej zostaly wyr6znione sygnaly bazowe w1(t) oraz xo(t) i ktéra zawie-
ra wszystkie sygnaly o postaci s(t) = axi(t) + bza(t), a,b € Z. Zbior
{z1(t), z2(t)} jest nazywany bazq tej przestrzeni, a przestrzei &2 — przestrzeniq
rozpietq na tej bazie. Liczba elementéw bazy jest nazywana wymiarem przestrze-
ni. Rozwazana przestrzen & jest wigc przestrzenia dwuwymiarowa.

Interpretacja geometryczna przestrzeni & jest pokazana na rys. 2.2. Kazdemu
sygnalowi tej przestrzeni odpowiada punkt na plaszczyZnie w ukladzie wspotrzed-
nych, ktérego osiami sg sygnaly bazowe.

N0

-A

Rys. 2.2. Interpretacja geometryczna sygnaléw QPSK

Na rysunku zaznaczono punkty odpowiadajgce poszczegdlnym sygnatom
s;(t). Tworzg one tzw. konstelacje sygnaléw w systemie QPSK. Sygnaly transmi-
towane w systemie QPSK mozna zatem utozsamia¢ z wektorami, ktérych wspét-
rzedne sa réwne wspdiczynnikom odpowiadajacych im kombinacji liniowych:

o P [_Q ot

_[\f V2
S3 =

V2

—5 A+ A +——A+~-A
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Wektory te stanowia reprezentacj¢ sygnalow QPSK w przestrzeni &2. Za miare
odlegtosci migdzy sygnatami mozna przyja¢ zwyklg euklidesowska miar¢ odle-
glosci miedzy odpowiadajagcymi im punktami ptaszczyzny.

Przykiad 2.2. W pierwszym przykladzie rozpatrzyliSmy przypadek przestrzeni
skoficzenie wymiarowej. Z kolei podamy przyktad przestrzeni nieskoriczenie wy-
miarowe;.

Rozwazmy przestrzen funkcyjng, do ktérej naleza wszystkie rzeczywiste lub
zespolone sygnaty okresowe o ograniczonej mocy majace wspolny okres Tj. Prze-
strzefi ta jest oznaczana w matematyce przez L%O. Nieskonczony zbidr sygnaléw:

{eikwot; k=0,41,42,... } 2.3)

gdzie wy = 27 /Tp, jest baza w tej przestrzeni. Kazdy sygnal z(t) € LQTO mozna
przedstawi¢ w postaci nieskoiczonej kombinacji liniowej elementéw tej bazy:

z(t)= > Xpelol, (2.4)

k=—o00

Przestrzen L%b jest wiec przestrzenig rozpieta na nieskoriczonej bazie (2.3).

Wyrazenie (2.4) jest nazywane zespolonym szeregiem Fouriera sygnatu z(t),
a zbior liczb zespolonych {Xj: k = 0,+£1,...} —zbiorem wspdtczynnikow Fo-
uriera tego szeregu. Zbiér wspdtczynnikéw Fouriera stanowi reprezentacje sy-
gnatu z(t) w przestrzeni L%O. W szczegblnych przypadkach zbidr ten moze byc
skoriczony.

2.2. Przestrzen Hilberta sygnatow

W podanych przyktadach pojecia przestrzeni sygnaléow oraz jej bazy zostaty
omoéwione w sposéb pogladowy. Dalsze rozwazania dotyczace reprezentacji sy-
gnaléw w przestrzeniach funkcyjnych wymagaja wigkszej ScistoSci matematycznej
i wprowadzenia szeregu nowych pojec. Ich interpretacje utatwi odwolywanie si¢
w kazdym punkcie rozwazan do analogii ze zwyklg przestrzenig wektorowa.

W matematyce definiuje si¢ rézne typy przestrzeni funkcyjnych o réznych
wlasciwosciach formalnych. Najwieksze znaczenie dla zagadnien teorii sygnatéw
maja tzw. osrodkowe przestrzenie Hilberta. Przestrzef Hilberta sygnatéw ma do§¢
zlozong strukture algebraiczng. Postaramy si¢ ja stopniowo przyblizy¢. Dla wy-
gody zapiséw bedziemy niekiedy opuszczaé argument ¢ w oznaczeniu sygnatow.
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2.2.1. Przestrzen liniowa

Przestrzei Hilberta sygnaléw jest przede wszystkim przestrzenig liniowa.
Oznacza to, ze jest ona pewnym zbiorem &7, w ktérym okreSlone zostaly dwie
operacje: dodawania elementéw tego zbioru oraz ich mnozenia przez liczby rze-
czywiste (w przypadku przestrzeni rzeczywistej) lub zespolone (w przypadku
przestrzeni zespolonej). Operacje te nie wyprowadzajg poza zbiér &2, tzn. jesli
rePiye P, totakze v +y € &, oraz jeSli x € &, to dla kazdej liczby «
takze ax € . Operacja dodawania jest 1aczna i przemienna. Ponadto w zbio-
rze & istnieje dodatkowy element &, taki ze « + @ = x dla kazdego z € Z.
Element ten jest nazywany elementem zerowym przestrzeni.

Przyklad 2.3. Zbiér sygnaléw o ograniczonej energii, uzupetniony sygnatem ze-
rowym z(t) = 0, jest przestrzenig liniowa. Przestrzen ta jest nazywana w mate-
matyce przestrzeniq sygnatow catkowalnych z kwadratem i oznaczana L?.

Przyklad 2.4. Przestrzenig liniowg jest takze przestrzen L%O sygnaléw okreso-
wych o okresie Ty z dodatkowym elementem zerowym z(¢) = 0 .

Przyklad 2.5. Zbiér sygnatéw analogowych o ograniczonej mocy nie jest prze-
strzenig liniowg. Suma dwoéch sygnatéw o ograniczonej mocy nie musi by¢ bo-
wiem sygnalem o ograniczonej mocy. Na przykiad, suma sygnatu 1(¢) i sygnatu
—1(t — T) jest impulsem prostokatnym, a wigc sygnalem o ograniczonej ener-
gii. GdybySmy jednak zbiér sygnatéw o ograniczonej mocy podzielili na klasy
réwnowaznoSci, zaliczajac do kazdej klasy wszystkie sygnaly réznigce si¢ jedynie
o sygnal mocy zerowej, to tak skonstruowany zbior ilorazowy jest juz przestrzenia
liniowa. Przestrzen ta jest nazywana w literaturze przestrzenig M (Marcinkiewi-
cza).

Przyklad 2.6. Zbior sygnaléw dyskretnych z[n] o ograniczonej energii uzupet-
niony sygnatem zerowym x[n] = 0 jest przestrzenia liniows. Przestrzen ta jest
nazywana w matematyce przestrzeniq ciggow sumowalnych z kwadratem i ozna-
czana [2.

2.2.2. Baza przestrzeni

W kazdej przestrzeni liniowej &2 mozna wyr6zni¢ zbidr elementéw, ktore
tworzg pewien uklad wspoétrzednych w tej przestrzeni pelniacy analogiczng funk-
cje, jak uktad wspétrzednych zwyklej przestrzeni wektorowe;.

Definicja 2.1. Kazdy skoriczony lub przeliczalny podzbiér {x: k € K} linio-
wo niezaleznych elementéw przestrzeni liniowej &7, tj. elementéw spetniajacych

warunek:
Z QprE = & /\ ap =10
keK keK
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nazywamy bazg wyrdzniona w tej przestrzeni.

Jesli zbiér indeksow K jest skoniczony, méwimy o bazie skoniczonej. Jesli
zbiér K jest nieskoriczony, baz¢ nazywamy nieskoficzong.W zaleznos$ci od spo-
sobu numeracji jej elementéw, zbiér K jest woéwczas zbiorem liczb naturalnych
A, zbiorem .4 U {0} lub zbiorem liczb catkowitych €. Zbiér wszystkich kom-
binacji liniowych elementéw bazy wyréznionej w przestrzeni & nazywamy prze-
strzenig rozpietq na tej bazie. Przestrzen ta jest podprzestrzenig przestrzeni &7,
w szczegdlnych przypadkach — calg przestrzenig. Jesli przestrzen jest rozpicta na
bazie skoficzonej zawierajgcej n elementdw, to liczbe n nazywamy wymiarem tej
przestrzeni (por. przykiad 2.1). Przestrzenie rozpigte na bazach nieskoriczonych
nazywamy nieskoriczenie wymiarowymi (por. przyktad 2.2).

Wiekszos¢ interesujgcych nas przestrzeni sygnaldéw jest przestrzeniami nie-
skoficzenie wymiarowymi. W przestrzeniach tych szczegdlnie istotng rolg spel-
niajg bazy o pewnych specjalnych wlasciwoSciach. Doktadne omdwienie tych wia-
Sciwosci bedzie mozliwe dopiero po pelnym scharakteryzowaniu przestrzeni Hil-
berta.

2.2.3. Przestrzen metryczna. Odleglos¢ miedzy sygnalami

Przestrzen Hilberta jest przestrzeniq metryczng. Oznacza to, ze w przestrzeni
tej jest okreslone odwzorowanie o: & x & — %+ U {0}, przyporzadkowu-
jace kazdej parze jej elementéw nieujemng liczbe rzeczywistg i spetniajace dla
kazdego x,y, z € & nastepujace warunki:

L olz,y)=0 < z=y,

2. o(z,y) = oy, x) — warunek symetrii, (2.5)
3. o(z,y) + o(y, z) > o(x, z) — nieréwno$¢ tréjkata.

Odwzorowanie to jest nazywane metrykq przestrzeni &?. Metryka stanowi
miar¢ odleglosci miedzy elementami tej przestrzeni. W danej przestrzeni mozna
zdefiniowaé r6zne metryki. Ten sam zbiér z dwiema réznymi metrykami stanowi
dwie rézne przestrzenie metryczne.

Przyklad 2.7. Przestrzefi L? z metryka

oz, y) = / 2(t) — y(t) 2 dt 2.6)

jest przestrzenig metryczna.

Przyklad 2.8. Przestrzen L%O z metrykg

To
1
oley) = | - / () — y(&)2dt @7
0
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jest przestrzenia metryczng.

Przyklad 2.9. Przestrzen M z metryka

T
— 1
olay) = i | o [ late) - w02 et 8
Gy

gdzie lim oznacza granice gérna, jest przestrzenia metryczna.

Przykiad 2.10. Przestrzefi [? z metryka

ol@,y)= | 3 Ja(n) = y(n)P? 2.9)

jest przestrzenig metryczna.

Metryki (2.6)—(2.9) zostaly zdefiniowane od razu dla przestrzeni zespolonych.

2.2.4. Przestrzen zupelna

Zgodnie z definicjg przestrzeni liniowej kazda skoriczona kombinacja liniowa
jej elementéw ij:l arTk(t) jest takze elementem tej przestrzeni. Jezeli liczbg
wyrazow tej kombinacji bedziemy zwickszaé, to granica tak utworzonego ciggu
sygnaléw xy(t) = Z{Ll arzk(t) przy N — oo moze istnieé, badZ tez cigg ten
moze by¢ rozbiezny. Liniowg przestrzen metryczng &7 nazywamy przestrzeniq zu-
peing, jezeli dla kazdego ciagu xn(t), dla ktérego istnieje granica przy N — oo,
tj. zbieznego w sensie metryki przestrzeni & do pewnego sygnatu x(t):

Jm, ofe,e) =0
sygnal graniczny x(t) jest takze elementem tej przestrzeni. Kazda przestrzen Hil-
berta jest przestrzenia zupelng.

Przyklad 2.11. Przestrzenie L2 L%O, M oraz 12 z metrykami, odpowiednio,
(2.6)—(2.9) sa przestrzeniami zupelnymi.

2.2.5. Przestrzen unormowana

Kolejnym waznym pojeciem w teorii przestrzeni funkcyjnych jest pojecie nor-
my. Jezeli w przestrzeni liniowej & istnieje odwzorowanie ||-||: &2 — ZTU{0},
przyporzadkowujace kazdemu sygnatowi z(¢) € &2 nieujemng liczbe rzeczywista
||z|| i spelniajace warunki:

1. lz| =0 & z =0,
2. ezl = |all], (2.10)
3. eyl <l + llyll,
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to przestrzen & nazywamy unormowang, a liczbe ||z|| —normg sygnatu z(t).

Norma sygnatu jest odpowiednikiem ditugo$ci wektora w zwyklej przestrzeni
wektorowej. Wprowadzenie tej miary nadaje Sciste znaczenie pojeciu ,,wielkosci”
sygnatu jako elementu danej przestrzeni. Dwa sygnaly sg rdwne w sensie normy,
jesli ||z — y|| = 0, tzn. jesli sygnal réznicowy jest sygnatem zerowym.

Przyklad 2.12. Przestrzenie L2, L2TO, M oraz [?> mozna unormowaé definiujac
normy:

fallie = | [ latol2at, @.11)
To
1
_ o 2
lellzg, = | 7 [ e, @.12)
0
1 T
pr— Tim —_— 2
follar = B |5 [ ool at 2.13)
-T
Izl = | > lz(n)? (2.14)

Miara wielkosci sygnatu w przestrzeniach L? i [? jest wiec pierwiastek z energii
sygnalu, a w przestrzeniach L%O oraz M —jego warto$¢ skuteczna.

Mozna tatwo wykazaé, ze w przestrzeni liniowej unormowanej pewng norma
|| - || wielko$¢

o(z,y) = |lz -y (2.15)

spelnia wszystkie warunki metryki. Metryke takg nazywamy indukowang przez
normg¢ || - [|. Metryki (2.6)—(2.9) sg zatem indukowane przez normy (2.11)—(2.14).

2.2.6. Przestrzen Banacha

Przestrzeri liniowg unormowang normg || - || nazywamy przestrzeniq Bana-
cha, jesli jako przestrzeii metryczna z metryka indukowang przez t¢ norme jest
przestrzenig zupetng.

Przyklad 2.13. Przestrzenie L2, L%O, M oraz [%, unormowane normami 2.11)-
(2.14), sa przestrzeniami Banacha.
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2.2.7. lloczyn skalarny sygnalow

Wprowadzone dotad pojecia nie charakteryzuja jeszcze w pelni wiasciwo-
Sci geometrycznych przestrzeni Hilberta. Odwolujac si¢ do analogii z wektorami,
mozna powiedzie¢, ze w strukturze przestrzeni Banacha jest okreslone potoze-
nie sygnatu, jego dlugo$¢ oraz odlegto$¢ miedzy sygnalami, nie jest natomiast
okreSlona miara kata migdzy sygnatami. Umozliwia to dopiero wprowadzenie no-
wej operacji na elementach przestrzeni liniowej —iloczynu skalarnego sygnatow.
Pojecie iloczynu skalarnego zdefiniujemy od razu dla ogdlniejszego przypadku
przestrzeni zespolone;.

Niech & bedzie przestrzenia liniowa, x,y, z —jej elementami oraz o, 3 € €
liczbami zespolonymi. lloczynem skalarnym okre§lonym w przestrzeni & nazy-
wamy odwzorowanie & x & — €, przyporzadkowujace parze uporzadkowanej
elementow z,y € & liczbe (z,y) € € i spelniajace warunki:

1. (:L"y) — (y,SU)*’

2. (Oé.%' + ﬁya Z) = 05(.%', Z) + ﬁ(y’ Z),

g @) >0, jesliz# o, (2.16)
' (33733):0, Jeéll T = J.

Iloczyn skalarny sygnaléw ma wszystkie wlasciwosci formalne zwyktego ilo-
czynu skalarnego w przestrzeniach wektorowych. Spetnione sa m.in. nastepujace
wlasciwosci:

- (2,z) =0 dla kazdego = € 2,

- wielko$¢ ||z|| = /(x, z) spelnia warunki normy,

— zachodzi nieréwnos$¢: |(z,y)| < v/ (x,z)(y,y) = ||z||||y|| (nieréwnos¢ Bunia-
kowskiego-Schwarza).

Po wprowadzeniu pojecia iloczynu skalarnego, mozemy juz teraz podaé for-
malng definicje przestrzeni Hilberta.

Definicja 2.2. Przestrzen liniowa unormowana i zupelna (przestrzein Banacha),
w ktdrej okreslony jest iloczyn skalarny (z,y), norma za$ jest zdefiniowana jako
|z|| = \/(x, ), jest nazywana przestrzeniq Hilberta.

Przyklad 2.14. Przestrzenie L2, L%O i 12, w ktérych iloczyn skalarny jest okre-
Slony wzorami:

e = [ sl @ @17)
7
(.9)15, = 7 [ =Wy’ (1) dt, (2.18)
0 0
0
1 odpowiednio:
(@,9)e =Y x(n)y*(n), (2.19)
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sa przestrzeniami Hilberta.

Przyklad 2.15. W przypadku przestrzeni M sytuacja jest bardziej ztozona. Scisle
rzecz biorgc, przestrzei ta nie jest przestrzenig Hilberta, nie mozna w niej bowiem
zdefiniowac iloczynu skalarnego spetniajgcego warunki (2.16). W przestrzeni tej
wprowadza si¢ pojecie pseudoiloczynu skalarnego:

T
— 1
@ = Jim o [ a0 @, .20
-7

gdzie lim oznacza granice gérng. Pseudoiloczyn skalarny (2.20) spetnia waru-
nek pierwszy i trzeci iloczynu skalarnego (2.16), natomiast w warunku drugim
zamiast réwno$ci zachodzi staba nieréwnos¢. W przestrzeni M mozna jednak-
ze wyr6zni¢ wiele podprzestrzeni (np. przestrzei L%O sygnaléw okresowych), dla
ktérych granica gérna jest rowna zwyklej granicy. Spetniony jest wowczas takze
drugi z warunkéw (2.16), a wiec w podprzestrzeniach tych jest okreslony iloczyn
skalarny. Bedziemy zaktadaé, Ze rozpatrywane dalej sygnaly o ograniczonej mo-
cy sg elementami przestrzeni Hilberta z iloczynem skalarnym (2.20) okre§lonym
zwykla granica.

2.2.8. Kat miedzy sygnatami

Korzystajac z pojecia iloczynu skalarnego mozna zdefiniowac¢ kat miedzy sy-
gnalami z,y € . W przypadku przestrzeni rzeczywistych jest on okreslony
wzorem:

€08 Py = (y) 2.21)
[y
natomiast w przypadku przestrzeni zespolonej mozna stosowaé wzor:
COS Pzy = M. (2.22)
[yl

2.3. Sygnaly ortogonalne. Uogo6lniony
szereg Fouriera

2.3.1. Pojecie ortogonalnosSci sygnalow

Jak pamictamy, w zwyklej przestrzeni wektorowej kwadrat dlugosci sumy
dwoéch wektoréw nie jest rowny sumie kwadratow ich dlugosci. Wiasciwosé ta
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jest stuszna dla dowolnej przestrzeni Hilberta. Mozna jg sformufowaé w katego-
riach ogdlnych nastgpujaco: kwadrat normy sumy dwoch elementéw przestrzeni
Hilberta nie jest réwny sumie kwadratéw ich norm. Zachodzi natomiast nastgpuja-
ca réwnos¢, wynikajaca wprost ze zwigzku miedzy normg a iloczynem skalarnym:

Iz +yll” = (+y)(x+y) = =l + [yl* + (z,9) + (v, ). (2.23)

Na przyklad, dla przestrzeni L? unormowanej norma (2.11) réwnos¢ ta przybiera
postac:
Eiwy=FE,+E,+ Ey+ By, (2.24)

gdzie Eyy 1 Ey, sa energiami wzajemnymi okreSlonymi wzorami:

Eyy = / eyt (t)dt, By = / y(t)z* (1) dt. (2.25)

Energia sygnatu nie jest zatem wielkoscig addytywna. Analogiczne zalezno$ci sg
stuszne dla przestrzeni L%o i M , a wigc réwniez moc sygnatéw nie jest wielkoScia
addytywna.

Biorac pod uwage pierwszy warunek iloczynu skalarnego oraz wzor (2.22),
mozemy przepisaé réwnos¢ (2.24) w postaci:

lz+yl* = lzl® +lyl* +2Re (z,9) = [lz|*+ [ly|* +2l|z || ly]| cos ay, (2:26)

bedacej odpowiednikiem twierdzenia kosinuséw dla zwyktej przestrzeni wektoro-
wej. Jak wiemy, w przestrzeni tej kwadrat dfugosci sumy dwoch wektoréw = i y
jest réwny sumie kwadratéw ich dlugosci, jesli sq one prostopadle, a wiec jesli
cos Py = 0 lub réwnowaznie, jesli iloczyn skalarny tych wektoréw jest réwny
zeru. Wlasciwos¢ ta, uogdlniona na przestrzenie sygnaldéw, prowadzi do pojecia
ortogonalnosci (prostopadlosci) sygnatéw.

Definicja 2.3. Dwa sygnaly x, y nalezace do przestrzeni Hilberta nazywamy or-
togonalnymi, jesli ich iloczyn skalarny (x,y) = 0.

Zgodnie ze wzorem (2.23), dla sygnaléw ortogonalnych spetniona jest réw-
nos$¢ (uogdlnione twierdzenie Pitagorasa):

lz +ylI? = [l=]I* + llylI*. (2.27)

2.3.2. Baza ortogonalna. Osrodkowa przestrzen Hilberta

Powr6émy do pojecia bazy przestrzeni sygnaléw. W podanej ogdlnej defini-
cji nie byl narzucony warunek, aby baza tworzyla w danej przestrzeni liniowej
prostokatny ukfad wspétrzednych. W zagadnieniach teorii sygnaléw jesteSmy zain-
teresowani przede wszystkim w wyodrgbnieniu w strukturze przestrzeni Hilberta
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bazy nieskoficzonej, wyznaczajacej w tej przestrzeni prostokatny uktad wspot-
rzednych.

Definicja 2.4. Nieskoriczony zbidr sygnatow {z;: k € K} nalezacych do prze-
strzeni Hilberta &2 nazywamy bazq ortogonalng tej przestrzeni, jezeli sygnaly
sg ortogonalne oraz jesli w przestrzeni & nie istnieje nie nalezacy do tego zbioru
niezerowy sygnal, ktéry jest ortogonalny do sygnatéow xy.

Nie w kazdej przestrzeni Hilberta istnieje baza ortogonalna. Przestrzenie,
w ktérych mozna wyodrebnié baze ortogonalng sg nazywane osrodkowymi prze-
strzeniami Hilberta. W og6lnym przypadku w danej oSrodkowej przestrzeni Hil-
berta moze istnie¢ wigcej niz jedna baza ortogonalna.

2.3.3. Baza ortonormalna

W rozwazaniach analitycznych wygodnie jest postugiwaé si¢ bazami, ktérych
wszystkie elementy maja jednostkowg norme. Sygnaly bazowe pelnig wowczas
funkcje analogiczng do wersoréw w zwyklej przestrzeni wektorowe;.

Definicja 2.5. Jesli zbior {xy: k € K} jest bazg ortogonalng w przestrzeni Hil-
berta, a ponadto ||| = 1 dla kazdego k € K, to baz¢ t¢ nazywamy ortonor-
malng (ortogonalng unormowang).

Jesli dana jest baza ortogonalna {uy: k € K}, to normujac kazdy jej element:

T = b (2.28)

e
otrzymujemy odpowiadajacg jej baze ortonormalng {z: k € K}. W celu wyzna-
czania baz ortonormalnych w o§rodkowych przestrzeniach Hilberta na podstawie
zbioru elementéw liniowo niezaleznych stosowana jest iteracyjna procedura orto-

normalizacji Grama-Schmidta (por. [1], p. 3.2.3).

2.3.4. Uogolniony szereg Fouriera

Majac dang ortonormalng baze w przestrzeni Hilberta, mozemy wyznaczyé
reprezentacje dowolnego sygnalu tej przestrzeni za pomocg sygnatéw bazowych.

Niech {z}: k € K} bedzie baza ortonormalng w oSrodkowej przestrzeni Hil-
berta & sygnatéw. Kazdy sygnal z tej przestrzeni mozna przedstawi¢ w postaci
szeregu:

T = Z Tk, (2.29)
keK
gdzie
ar = (z, 1), (2.30)
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a rownos¢ we wzorze (2.29) jest rozumiana w sensie normy przestrzeni &, tzn.:

T — Z QLT

Szereg (2.29) nazywamy uogolnionym szeregiem Fouriera sygnatlu x, okre-
Slonym wzgledem bazy ortonormalnej {xy: k € K}. Wspélczynniki oy tego
szeregu sg wspétrzednymi sygnatu x w ukladzie wspoélrzednych wyznaczonym
przez t¢ bazg. Wzér (2.30), okreslajacy te wspoétczynniki, mozna otrzymaé ob-
liczajac iloczyny skalarne obu stron réwnosci (2.29) z sygnatami bazowymi zy
1 uwzgledniajac ich ortonormalnosé:

0 dlal+#k,
(x,z1) = (Z Xy, a;k) = Zal(xl,xk) = { dlz l 7: L (2.32)

leK lel Ok

= 0. 2.31)

Zbior {ay: k € K} nazywamy rzutem sygnalu x w przestrzeni & na sygnaly
bazowe xy,.

Wzér (2.29) opisuje rozwinigcie sygnatlu z w uogélniony szereg Fouriera.
Szereg ten stanowi jednoznaczna reprezentacje sygnatu x w przestrzeni &2 wzgle-
dem bazy {xy: k € K}. Nalezy podkresli¢, ze dobrze znane trygonometryczne
szeregi Fouriera: rzeczywisty i zespolony sg przypadkami szczegdlnymi uogol-
nionego szeregu Fouriera (2.29). Przyktady innych uogdlnionych szeregéw orto-
normalnych, spetniajacych wazng rol¢ w zagadnieniach teorii sygnaléw, podamy
w punkcie 2.4.

Sygnal £ mozna takze rozwingé w uogélniony szereg Fouriera wzgledem bazy
ortogonalnej {uy: k € K}:

r=Y oju (2.33)

keK

Jesli elementy bazy ortogonalnej {uy: k € K} sa zwigzane z elementami
bazy ortonormalnej {x: k € K} zaleznoscig (2.28), to wspétczynniki ortogo-
nalnego szeregu Fouriera (2.33) sa zwigzane ze wspo6tczynnikami ortonormalnego
szeregu Fouriera (2.29) zaleznoScia:

823

o, = %k (2.34)
© ]

Komentarz. Rozwiniecie sygnalu w uogélniony szereg Fouriera wzgledem bazy ortonor-
malnej wyréznionej w danej przestrzeni Hilberta &7 oznacza w istocie rzeczy okreslenie
wzajemnie jednoznacznego odwzorowania x: &2 — 12 przestrzeni & w przestrzei Hil-
berta [? ciggéw liczbowych sumowalnych z kwadratem. Odwzorowanie to jest liniowe,
a takze, co jest jego bardzo wazng cechg, zachowuje norme¢, tzn. odpowiednie normy
w przestrzeniach & i [? s3 réwne. O odwzorowaniach takich méwimy, ze sg izome-
tryczne. Kazda osrodkowa przestrzefi Hilberta jest wigc izometryczna z odpowiadajaca
jej przestrzenig 2. Odwzorowanie x zachowuje ponadto iloczyn skalarny.
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Stwierdzenia te sa niezwykle wazkie dla teorii sygnatéw. Wynika z nich, ze analize
sygnaléw nalezacych do danej przestrzeni Hilberta, badanie ich wlasciwos$ci oraz operacji
na sygnatach mozna przeniesé¢ do przestrzeni [2, rozpatrujac odpowiednie reprezentacje
sygnalow w tej przestrzeni. Operacje na sygnalach i zaleznoSci miedzy nimi sprowadzajg
sie wowczas do prostych operacji i zaleznoSci algebraicznych migdzy elementami prze-
strzeni 2. Takie ujecie zagadnien analizy sygnaléw umozliwia jej znaczne uproszczenie
oraz ulatwia interpretacje otrzymanych wynikéw.

2.3.5. Zagadnienie najlepszej aproksymacji

Zalézmy, ze w przestrzeni Hilberta &7 jest okreslona nieskoriczona baza or-
tonormalna {xy: k € K = 4 "}. W praktyce zachodzi czgsto potrzeba aproksy-
macji danego sygnatu z tej przestrzeni skoficzong kombinacja liniowg pierwszych
N elementéw jej bazy:

N
.i‘N = Zﬁkxk (235)
k=1

Zada sie przy tym, aby sygnal &y najlepiej przyblizat sygnal z, tzn. aby od-
legto$¢ miedzy tymi sygnalami w przestrzeni Hilberta byta najmniejsza. Wspot-
czynniki (3, kombinacji (2.35) powinny by¢ zatem tak dobrane, aby norma sygnatu
btedu aproksymacji ey = x — &y osiggala minimum:

N

x> B

k=1

lenll = ||z — 2n| = = min. (2.36)

Minimalizacja miary btedu (2.36) stanowi tre$¢ zagadnienia najlepszej aprok-
symacji. Rozwigzanie tego zagadnienia wynika z tzw. twierdzenia o rzucie
(por. [1], p. 3.2.4). Zgodnie z tym twierdzeniem miara btedu aproksymacji (2.36)
osigga minimum, gdy wsp6tczynniki kombinacji liniowej (2.35) sa réwne odpo-
wiadajgcym im wspdiczynnikom uogdlnionego szeregu Fouriera (2.29) wyzna-
czonego wzgledem bazy {zy: k =1,2,...}:

N Be=a 2.37)

k=1,..,N

Tak wigc, sposréd sygnatéw Z o postaci (2.35), dany sygnal x najlepiej aprok-
symuje N-ta suma cze$ciowa jego uogdlnionego szeregu Fouriera (2.29).
Otrzymany rezultat jest konsekwencjg ortogonalnej struktury bazy. Z twier-
dzenia o rzucie wynika ponadto, ze takze sygnal bledu aproksymacji ey = x—2
jest ortogonalny do kazdego elementu x4, ..., x N bazy, a wiec do calej podprze-
strzeni rozpigtej na pierwszych N elementach bazy. Aproksymowany sygnat x jest
zatem suma dwoch ortogonalnych sygnaléw zn oraz ¢p. Biorac to pod uwage
i uwzgledniajgc ortonormalnos$¢ sygnatéw bazowych, a ponadto wzér (2.28) oraz
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warunek 2 normy (2.10), mozemy obliczy¢ miar¢ (norm¢) btedu aproksymac;ji:

2

2] = llZn +enl® =

N
D ok
k=1

N N
= > lawPllzel? + llenl® = Y lanl + llen?,
k=1 k=1

N
+llenl® = lowall? + llen* =
k=1

a stad:

N
lenll = | el = lowf>. (2.38)
k=1

W przypadku przestrzeni L2, L%O, M oraz [? postugujemy sie zwykle kry-
teriami energetycznymi miary biedu, tj. za miar¢ bigdu przyjmujemy nie norme,
lecz kwadrat normy sygnalu bledu, a wiec jego energi¢ lub moc.

2.3.6. Twierdzenie Parsevala

Konsekwencja ortonormalnoSci uogélnionego szeregu Fouriera (2.29) jest
wazne twierdzenie Parsevala. Stanowi ono, iz norma sygnalu moze by¢ wyra-
zona w prosty spos6b przez wspétczynniki tego szeregu:

Izl = > el (2.39)
keK

Réwnosé Parsevala (2.39) mozna wykazad, obliczajgc iloczyny skalarne obu
stron réwnosci (2.29) z sygnatem x i uwzgledniajac przy tym warunki 1 i 2
iloczynu skalarnego (2.16):

|2 = (,2) = (zkeK akxk,x) — S () =
Y o= X ot

keK keK

(2.40)

W przypadku przestrzeni L?, L7, oraz M twierdzenie Parsevala orzeka, ze
energia (lub moc) sygnatu moze by¢ obliczona jako suma kwadratéw modutéw
wspolczynnikéw jego rozwinigcia w uogdlniony szereg Fouriera.

Z twierdzenia Parsevala wynika natychmiast, ze wzor (2.38), okreslajacy mia-
re bledu aproksymacji sygnalu x szeregiem (2.35) mozna zapisaé w postaci:

> ol (2.41)

k=N+1
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Sumowanie we wzorze (2.41) rozciaga si¢ na wszystkie wyrazy rozwini¢cia sy-
gnalu x w uogdlniony szereg Fouriera, ktére nie zostaly uwzglednione we wzorze
aproksymujgcym (2.35). Stwierdzenie to pozostaje stuszne, gdy zbiér K indek-
séw uogdlnionego szeregu Fouriera jest zbiorem .4 | J{0} lub zbiorem wszystkich
liczb catkowitych %.

2.3.7. Ukladowa realizacja rozwini¢cia w ortogonalny
szereg Fouriera

Rozwinigcie sygnalu w uogdlniony szereg Fouriera (2.29) polega na wyzna-
czeniu wspoétczynnikéw tego szeregu zgodnie ze wzorem (2.30). Uktadowa re-
alizacja tego rozwiniecia wymaga zatem zaprojektowania uktadéw obliczajacych
odpowiednie iloczyny skalarne. Uklady te moga mie¢ bardzo réznorodng struktu-
re, zalezng od przyjetej definicji iloczynu skalarnego w danej przestrzeni Hilberta
sygnaléw.

Rozwazmy przestrzeri L2(0,7T) impulsowych sygnaléw o ograniczonej ener-
gii okreslonych w przedziale czasu [0,7]. W przypadku sygnatow rzeczywistych
iloczyny skalarne (2.30) sg okre§lone wéwczas wzorem:

T
ap = /:U(t)xk(t) dt. (2.42)
0

Uktad realizujacy rozwinigcie sygnatu x(t) w szereg Fouriera powinien za-
tem zawieraé generatory sygnatéw bazowych z(t), uklady mnozace sygnat x(t)
przez sygnaly bazowe oraz integratory. Schemat tego uktadu jest przedstawiony
na rys. 2.3.

Na wyjsciach integratoréw otrzymujemy w chwili 1" sygnaty o wartos$ciach réw-
nych wspélczynnikom rozwini¢cia ag. W przypadku sygnatéw zespolonych po-
szczegllne tory wyznaczania wspélczynnikow o, sktadaja si¢ z dwdch niezalez-
nych galezi, w ktérych wyznaczane sg ich czesci rzeczywiste i urojone.

W rozwigzaniach praktycznych mozemy oczywiScie wykorzysta¢ jedynie
skoficzong liczbe generatoréw sygnatéw bazowych. Uklad z rys. 2.3 realizuje
zatem optymalng aproksymacje¢ sygnatu x(¢) skoficzonym ortonormalnym szere-
giem Fouriera.
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& =

Generator
Sunikcji x4 (f)

V. a2
x(t) .“

Generator
Sfunkcji x,(t)

Rys. 2.3. Schemat blokowy ukladu realizujacego rozwinigcie sygnatu
w ortogonalny szereg Fouriera

2.4. Przykiady ortonormalnych
uogolnionych szeregow Fouriera

2.4.1. Szereg Haara

W praktyce czesto wykorzystywane sg reprezentacje sygnatéw za pomocg
odpowiednio uksztattowanych sygnaléw prostokatnych, przyjmujacych w okre-
Slonych przedziatach czasu stale wartosci. Sygnaly takie mozna tatwo generowac
w uktadach cyfrowych, a uktadowa aproksymacja za ich pomocg ztozonych sy-
gnaléw jest szczeg6lnie prosta do realizacji. Przykladem zbioru takich sygnatéw
tworzacych baze ortonormalng w przestrzeni L2(0, 1) sa funkcje Haara.

Funkcje Haara sa porzadkowane wedlug dwéch wskaznikow m = 0,1,...

oraz i = 1,2,...,2™ i zdefiniowane wzorem:
29— 2 2 —1
| vamdla orer << o
T (t) = 9 — 1 Y (2.43)
17— ]
—\/Zm dla W<t<w

Dla pozostatych chwil z przedziatu [0, 1] funkcje Haara przyjmujg wartosé zero-
wa.

Ortonormalno$¢ zbioru funkcji Haara mozna sprawdzi¢ bezpoSrednio, obli-
czajac iloczyny skalarne dwéch dowolnych jego elementéw. Kilka pierwszych
funkcji Haara dla m = 0,1, 2 wykre$lono na rys. 2.4.
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Rys. 2.4. Funkcje Haara

~

Funkcje Haara mozna uporzgdkowaé takze wedlug jednego indeksu, definiu-
jac Hy(t) = 2% (t), gdzie k = 2™ +i—1orazi = 1,...,2™. Uogblniony szereg
Fouriera wzgledem ortonormalnej bazy Haara mozna wéwczas zapisa¢ w postaci:

2(t) =) apHi(t), (2.44)
k=1
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gdzie
1
af = /x(t)Hk(t) dt. (2.45)
0

Uktadowe wyznaczanie iloczynéw skalarnych (2.45) jest w przypadku bazy
Haara bardzo proste. Mnozenie mozna zrealizowa¢ za pomocg uktadéw kluczu-
jacych, zmieniajacych polaryzacj¢ sygnatu w odpowiednich chwilach.

Dokonujac odpowiednich transformacji skali czasu i skali amplitud, mozemy
oczywiscie okresli¢ baze ortonormalng funkcji Haara w dowolnym skoficzonym
przedziale czasu.

2.4.2. Szereg Walsha

Baze ortonormalng o podobnym charakterze tworza w przestrzeni L?(0,1)
funkcje Walsha. Sa to funkcje binarne, odcinkami stale, przyjmujace w kazdej
chwili ¢ € [0, 1] jedna z dwéch wartosci: +1 lub —1. Dzigki temu, a takze innym
wlasciwosciom, zdobyly one duza popularnosé i sg czesto stosowane w praktyce.

Podobnie jak funkcje Haara, funkcje Walsha sg porzagdkowane wedlug dwoéch
wskaznikéw. Funkcje te definiuje si¢ nastepujgco:

xo(t) = 1 dla 0<t<1,
1
1 dla 0<t< =,
2
z1(t) = 1
—1 dla 3 <t<1,
1 . 3
[ 1 dla 0<t<1 i Z<t<1’ (2.462)
wy(t) =
1 dl L <t< 5
J— a — —
4 4’
1 1 3
1 dla 0<t< - 1 —<t<-—,
2 4 2 4
-1 dla -<t<=- 1 —-<t<1,
a 1 <t < 5 1 1 <
oraz rekurencyjnie dla m = 1,2,... oraz i =1,...,2m L
; 1
' xl (2t) da 0<t<—,
2i—1 _ 2
T (1) = - 1
(=)t (2t —1) dla 3 <t< 1,
) (2.46b)
' zt, (2t) dla 0<t<g,
x%rZLJrl(t) = 51 1
2

(-1)izt (2t —1)  dla
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Jak widzimy, definicja funkcji Walsha jest do§¢ skomplikowana, ale sposéb
ich tworzenia jest dobrze widoczny na rys. 2.5. Na rysunku tym wykreslono 16
pierwszych funkcji Walsha. W punktach nieciggloSci mozemy przyjaé dowolne
wartoSci, np. réwne 1/2.

Funkcje Walsha mozna uporzagdkowaé takze wedlug jednego indeksu, przyj-
mujac zo(t) i z1(t) za dwa pierwsze elementy i definiujac Wy(t) = ¢, (¢) dla
k=23,...,gdziek =2""1 +4i—1orazi=1,...,2" ! Przy takiej nume-
racji numer k funkcji Walsha jest réwny liczbie jej przejs¢ przez zero. Funkcje
o numerach 2¥ — 1, k = 1,2,... sa w przedziale [0, 1] zwyktymi bipolarnymi
falami prostokatnymi.

Uogolniony szereg Fouriera wzgledem ortonormalnej bazy Walsha ma postac:

z(t) = apWi(t), (2.47)
k=0
gdzie
1
o = / S(OWi(t) dt. (2.48)
0

Przyklad 2.16. Wyznaczymy rozwinig¢cie impulsu tréjkatnego

w0 =1("55")

w ortonormalny szereg Walsha. Wykres tego impulsu jest pokazany na rys. 2.6a.
Jego energia £, = 1/3.

Ze wzoru (2.48) obliczamy wsp6iczynniki rozwinigcia: ag = 1/2, ag = 0,
ag = —1/4, a3 = 0, gy = 0, a5 = 0, ag = —1/8 itd. Na rys. 2.6b-d sg
pokazane kolejne przyblizenia impulsu z(t) pierwszym oraz pierwszymi trzema
i pigcioma wyrazami szeregu Walsha. Sygnaly aproksymujace Zn(¢) majg po-
sta¢ funkcji schodkowych, ktérych ksztalt w miare zwigkszania liczby wyrazéw
szeregu Walsha coraz bardziej przybliza si¢ do impulsu tréjkatnego. Korzysta-
jac ze wzoru (2.38) mozemy obliczy¢ energie E., kolejnych sygnaléw biedu
en(t) = z(t) — Zn(t). Wynosza one: E., = 1/12, E., = 1/48, E., = 1/192.
Przyjmujac miare energetyczng bledu aproksymacji, widzimy, ze juz dla pierw-
szych trzech niezerowych wyrazéw szeregu Walsha energia sygnatu btedu wynosi
1,56% energii impulsu z(t). Biorac pod uwage kryterium energetyczne, aprok-
symacje impulsu trdjkatnego pierwszymi pierwszymi trzema niezerowymi wyra-
zami szeregu Walsha mozemy zatem uznaé za dostatecznie doktadna.
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Rys. 2.5. Funkcje Walsha
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a) hx()

"y

Rys. 2.6. Aproksymacja impulsu tréjkatnego szeregiem Walsha
2.4.3. Trygonometryczny szereg Fouriera
Zbiér funkcji:

cosk; Slnk k=1,2,... (2.49)
\f V To V T,

tworzy baz¢ ortonormalng w przestrzeni L , rzeczywistych sygnatow okresowych
o okresie Ty. Kazdy sygnal z(t) tej przestrzenl mozna zatem reprezentowac sze-
regiem:

1 > 2 2
) = g —— ,/f k:—t A== k:—t 2.50
z(t) = o T + Z‘I (Oék cos + B T sin ) (2.50)

54



2.4. Przyklady ortonormalnych uogélnionych szeregow Fouriera 55

Wspétczynniki «g, ay, B tego szeregu sg okreslone wzorami:

to+To

| 1
o = <m<t>, ): [ soa
VT ~ VT
0 0 to
2 2 2 2
ap = <m(t), T()coskj%t)z T / x(t)cosk:%tdt, (2.51)
t
2 . 2 2 wito 2
By = <:c(t), 1/Tosink:£t> =\ / () sink%tdt,
to

gdzie t( jest dowolng chwila.

Wzér (2.50) opisuje rozwinigcie sygnatu x(t) w trygonometryczny (rzeczywi-
sty) szereg Fouriera wzgledem bazy ortonormalnej (2.49). Ze wzgledu na prostote
zapisu, w zagadnieniach teorii sygnatéow (a takze teorii obwodéw) wykorzystuje
si¢ zwykle rozwinigcie w ortogonalny szereg funkcji trygonometrycznych, wia-
czajac wspSiczynniki 1/+/Tp oraz /2/Ty normujace zbidr (2.49) do wspétczyn-
nikéw Fouriera. Szereg (2.50) przyjmuje wéwczas dobrze znang w literaturze
i cytowang juz wczesniej postaé (por. wzoér (1.1)):

x(t) =ao+ Z(ak cos kwot + by sin kwt), (2.52)
k=1

gdzie wy = 27 /Ty, a wspbtczynniki ag, ay, by sa okre§lone wzorami:

to+T10o
! ! / () dt
ay = —F—0g = —— xr s
VI Ty .
t§+T0
2 2 / (t) cos kuwot dt (2.53)
= —_— = — COS .
ag TOO{k TO xr wo s
to
to+T10o

2 2 .
b = Ufoﬁk =7 / x(t) sin kwot dt.

to

Wspdtczynnik ag jest réwny sktadowej statej sygnatu x(t), a wspdlczynniki ay, by,
sa amplitudami jego poszczegdlnych sktadowych kosinusoidalnych i odpowiednio
sinusoidalnych.

2.4.4. Zespolony szereg Fouriera

W przestrzeni LQT0 baze ortonormalng tworzy takze zbior zespolonych funkcji
harmonicznych:
oelt) = —— L k=0, 41 (2.54)
k(t) = ; =0,%1,... i
VT
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Reprezentacja sygnatu z(t) wzgledem tej bazy:

x(t) = Z akiejkTio (2.55)

k=—o00

nosi nazwe zespolonego szeregu Fouriera. Jego wsp6lczynniki oy sg okreSlone

WZorem:
to+To

o = (2(t), T(1)) = —— / 2t e R ar, (2.56)

gdzie t( jest dowolng chwila.

Podobnie jak w przypadku rzeczywistego trygonometrycznego szeregu Fo-
uriera, w praktyce wygodnie jest postugiwaé si¢ omawiang juz wczesniej W przy-
ktadzie 2.2 ortogonalng bazg zespolonych funkcji harmonicznych (2.3) i wlaczy¢
wsp6iczynnik 1/+/Ty normujacy zbiér (2.54) do wspSiczynnikéw Fouriera. Sze-
reg (2.55) przyjmuje wéwczas postaé (por. wzor (2.4)):

[ee]
£) = X, elfwot . 2.57
x()ka,ono (2.57)
=—00

Wspdbtezynniki Xy = ay/+/Tp tego szeregu sa okreslone wzorem:

to+To
X, = 1 / x(t) e kot g, (2.58)
To
to
gdzie to jest dowolng chwilg. Wspétczynnik X jest sktadows stata sygnatu x(t),
a wspotczynniki X,k = £1,+2, ..., maja interpretacje amplitud zespolonych
poszczegblnych sktadowych harmonicznych szeregu (2.57).

W reprezentacji sygnalu okresowego zespolonym szeregiem Fouriera (2.57)
wystepuja sktadowe harmoniczne zaréwno o dodatnich (k > 0), jak i ujemnych
pulsacjach (k < 0). Pojecie pulsacji ujemnej nie ma oczywiscie sensu fizycznego,
a wystepowanie w szeregu (2.57) skladowych o ujemnych pulsacjach jest jedynie
konsekwencjg sposobu matematycznego opisu sygnalu za pomoca tego szeregu.
Dodajmy, ze w przypadku sygnaléw rzeczywistych zespolony charakter szeregu
Fouriera jest w pewnym sensie pozorny, gdyz jego wartosci dla kazdej chwili ¢
sa rzeczywiste. Istotnie, korzystajac ze wzoru (2.58) mozna tatwo wykazad, ze
dla sygnatéw rzeczywistych wspdlczynniki X tego szeregu spetniajg réwnosé
X_j = X}, lub réwnowaznie | X| = |X_| oraz arg X}, = —arg X_, £ . Dla
kazdej pary wskaznikéow k 1 —k w szeregu (2.57) mamy zatem:

Xk ejkat + X*k‘ efjkwot —
= | X Feotten) 4 x| eI hwotter) — (2.59)

= 2| Xj| cos(kagt + ©r),
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a wiec otrzymujemy sygnat bedacy k-ta rzeczywistg sktadowa harmoniczng sy-
gnatu z(t).

Migdzy szeregami Fouriera rzeczywistym (2.52) i zespolonym (2.57) istnieje
Scisty zwigzek. Znajac jedng z postaci szeregu mozna wyznaczy¢ drugg. Przejicia
mi¢dzy nimi mozna dokonaé na podstawie zwigzkéw miedzy ich wspétczynnika-
mi, wynikajacymi z poréwnania wzoréw (2.53) i (2.58):

ak — bk

Xo = ap, Xk = — (2.60)

oraz

ap = Xo, ap = Xp + X, b =j (X — X_p), (2.61)

2.4.5. Szereg Kotielnikowa-Shannona

W ostatnim przykiadzie oméwimy ortonormalny uogdlniony szereg Fouriera,
ktéry — obok szeregdw trygonometrycznych Fouriera —odgrywa w teorii sygnaléow
bodaj najwazniejszg role. Podczas prezentacji tego przyktadu zmuszeni bedziemy
wybiec nieco w przod i w niektdrych jej fragmentach siggnaé do pojeé z zakresu
analizy czestotliwoSciowej sygnaléw.

Rozwazmy nieskoriczony zbidr sygnatéw Sa (por. rys. 1.14):

1 s
= Sa—(t—nTs), n=0,+1,+£2,..., 2.62
\/i Ts ( S) ( )
ktérego kolejne elementy sa swoimi kopiami przesuni¢tymi wzgledem chwili
t = 0 o czas nTs. Wykresy tych sygnatéw sg pokazane na rys. 2.7.
Sygnaly (2.62) naleza do przestrzeni Hilberta L?(—o0, 00) sygnaléw o ogra-
niczonej energii. Ich energie sa réwne jednoSci, a wiec sg to sygnaly o jednostko-

zn(t)

wych normach. Ponadto sg to sygnaly ortonormalne w tej przestrzeni. W przeci-
wienistwie do weczesniej oméwionych zbioréw, ktdrych wiasciwos¢ ortonormalno-
$ci mozna wykazaé wprost obliczajac odpowiednie iloczyny skalarne, bezposred-
nie obliczenie iloczynéw skalarnych sygnatéw (2.62) nie jest trywialne i wymaga
znajomosci elementéw analizy czestotliwosciowej sygnatéw. Dowdd ortonormal-
noSci tych sygnatéw bedziemy mogli przeprowadzi¢ dopiero po wprowadzeniu
pojecia widma sygnatu i oméwieniu jego wlasciwosci (por. p. 6.2.5).

Mimo ze zbidr (2.62) sygnatéw Sa jest zbiorem ortonormalnym w przestrzeni
L?(—00, 00), nie tworzy on w tej przestrzeni bazy ortonormalnej. Istnieje bowiem
wiele innych elementéw tej przestrzeni ortonormalnych do elementéw tego zbio-
ru (por. definicje (2.4) i (2.5)). Zbiér (2.62) tworzy natomiast baze ortonormalng
w podprzestrzeni przestrzeni L?(—oo, co) zawierajacej wszystkie sygnaly, w kt6-
rych widmie nie wystepuja sktadowe czestotliwo$ciowe o pulsacjach wigkszych
od pulsacji granicznej w,, zwigzanej z parametrem T zaleznoscia wy, = /T
(réwnowaznie —o czestotliwosciach wigkszych od czestotliwosci granicznej fi,
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“ xn(t)
10 n=0
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Rys. 2.7. Ortonormalny zbiér funkcji Sa

zwigzanej z parametrem T zaleznos$cig f,, = 1/27s). Sygnaly, w ktérych wid-
mie nie wystepujg skfadowe o pulsacjach wigkszych od pewnej pulsacji granicznej
nazywamy sygnatami o ograniczonym pasmie. Dla r6znych wartosci pulsacji gra-
nicznej wy, sygnaly te tworza rézne podprzestrzenie przestrzeni L?(—00,00).

Tak wiec, kazdy sygnat nalezacy do przestrzeni sygnaléw o pasmie ograni-
czonym pulsacjg w,, = 7/Ts mozna rozwing¢ w uogdlniony szereg Fouriera
wzgledem ortonormalnej bazy (2.62). Szereg ten nosi nazwe szeregu Kotielniko-
wa-Shannona i ma postaé:

(e}

> 1
z(t) = Z anﬁ Sa Ti(t —nT,) = Z al Sa Tl(t —nTy), (2.63)

n—=—oo n=—oo

gdzie w drugiej réwnosci czynnik normujacy 1/+/Ts zostat juz wlaczony do
wspbtczynnikéw o, .

Szereg Kotielnikowa-Shannona (2.63) ma bardzo wazng wtasciwo$¢, a mia-
nowicie jego wspétczynniki Fouriera o, sa réwne wartosciom (prébkom) z(nTy)
sygnatu z(t) w chwilach nTs. Mozna go wigc zapisaé w postaci:

[e.e] o0

z(t)= ) w(nTy) Sa o (t = nT;) = > a(nTy) Sawn(t — nTy). (2.64)

n=—oo § n=—oo

Oznacza to, ze zbior {xz(nTs} prébek sygnatu x(t) o ograniczonym pulsacjg wy,
pasmie, pobieranych w chwilach nTs = nmw/wy,, n = 0,4+1,£2, ..., stanowi re-
prezentacje tego sygnalu wzgledem bazy (2.62) w przestrzeni sygnatéw, ktérych
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pasmo jest ograniczone pulsacjg wy,. Parametr T wystgpujacy w zapisie funk-
cji Sa (2.62) ma zatem znaczenie okresu (przedziatu) prébkowania. Uzasadnia to
przyjete we wzorze (2.62) oznaczenie tego parametru symbolem T, w ktérym
indeks ,,s” pochodzi od angielskiego terminu sampling.

Szereg Kotielnikowa-Shannona odgrywa kluczowg role w zagadnieniach préb-
kowania sygnatéw. Doktadne jego omdwienie, wraz z dowodem, Ze jego wspot-
czynnikami Fouriera sg probki sygnatu, przeprowadzimy w lekcji 6 po§wieconej-
problematyce prébkowania sygnatéw (por. p. 6.2.5).

Stownik

aproksymacja sygnatu
przyblizenie sygnalu skoficzong kombinacjg liniowg pewnych standardo-
wych sygnatéw

baza ortogonalna
baza przestrzeni sygnatéw, ktérej elementy sa wzgledem siebie ortogonalne

baza ortonormalna
baza ortogonalna o unormowanych do jednoSci elementach

baza przestrzeni sygnalow
wyrézniony w danej przestrzeni sygnatéw zbiér pewnych standardowych
sygnatéw (skoniczony lub nieskoriczony), z reguly ortogonalnych, tworza-
cy w tej przestrzeni uktad wspétrzednych; kazdy sygnal w tej przestrzeni
moze by¢ przedstawiony w postaci kombinacji liniowej tych sygnatéw

dziedzina czestotliwosci
dziedzina opisu i analizy sygnatéw i ukladéw w funkcji zmiennej f — cze-
stotliwos$ci

iloczyn skalarny sygnalow
funkcjonat przyporzadkowujacy parze sygnatéw w danej przestrzeni sy-
gnatéw liczbe i majacy wlasciwosci formalne iloczynu skalarnego zwyklej
przestrzeni wektorowej

metryka przestrzeni
funkcjonat przyporzadkowujacy parze sygnaléw w danej przestrzeni sygna-
16w liczbe okreslajaca odlegto$¢ miedzy tymi sygnatami
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norma sygnatu
funkcjonat przyporzadkowujacy sygnalowi w danej przestrzeni sygnalow
liczbe okreslajacqg jego dlugosé (wielko$¢)

przestrzen Hilberta
przestrzeni liniowa unormowana i zupelna, w ktérej jest okresSlona operacja
iloczynu skalarnego na jej elementach

przestrzen metryczna
przestrzen sygnatéw, w ktorej okreslona jest metryka

przestrzen rozpieta na bazie
przestrzen sygnatléw zawierajaca wszystkie kombinacje liniowe elementéw
bazy

przestrzen sygnalow
zbidr sygnaléw (najczeSciej nieskoniczony), ktérego elementy charaktery-
zuja sie¢ pewng wspolng cecha i w ktérym jest okreslona pewna struktura
algebraiczna (sa zdefiniowane operacje na elementach tego zbioru oraz rza-
dzace nimi prawa — tzw. aksjomaty przestrzeni)

przestrzen unormowana
przestrzen sygnatéw, w ktérej okreslona jest norma

sygnaly bazowe (baza przestrzeni sygnalow)
zbiér pewnych standardowych sygnatéw, z reguly ortogonalnych, tworza-
cych w przestrzeni sygnatéw prostokatny uktad wspdirzednych

sygnaly ortogonalne
sygnaly, ktérych iloczyn skalarny w danej przestrzeni sygnaléw jest réwny
zeru

sygnaly ortonormalne
sygnaty ortogonalne o jednostkowej normie

uogolniony szereg Fouriera
przedstawienie sygnatu jako sumy wazonej (najcz¢Sciej nieskoficzonej) in-
nych standardowych sygnaléw tworzacych baze ortogonalng w okre$lonej
przestrzeni sygnalow

Literatura

[1] Szabatin J.: Podstawy teorii sygnatéow. WKik., Warszawa, wyd. 3, 2000.
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Lekcja 3

Analiza czestotliwoSciowa
sygnalow analogowych

W lekcji 3 oméwimy catkowe przeksztalcenie Fouriera, stanowigce podsta-
wowe narzedzie matematyczne analizy czestotliwoSciowej sygnaléw analogowych.
Na tej podstawie wprowadzimy definicje widma sygnatu oraz jego widma am-
plitudowego i fazowego. Podamy najwazniejsze twierdzenia dotyczace catkowe-
go przeksztalcenia Fouriera oraz przyklady typowych par transformat Fouriera.
Oméwimy ponadto zwigzki miedzy trygonometrycznym szeregiem Fouriera a
przeksztalceniem Fouriera. Lekcje zakoficzymy krétkim oméwieniem zasady nie-
oznaczonoS$ci w teorii sygnalow.

3.1. Przeksztalcenie Fouriera

Warto$ci sygnalu zmieniajg si¢ w czasie. Zmiany te nast¢puja z r6zng predko-
Scig. W jednych odcinkach czasu zachodza szybciej, w innych — wolniej. Niektore
predkosci zmian dominuja w sygnale, inne wystepuja rzadko lub wcale. Struktura
tych predkosci oraz intensywno$¢ z jakg wystepujg stanowig wazng charaktery-
styke sygnalu, ktéra mozna przeanalizowaé przenoszac rozwazania do dziedziny
czestotliwosci 1 definiujac pojecie widma sygnatu.

Dziedzina czgstotliwosci jest alternatywng dziedzing opisu i analizy sygna-
16w, SciSle zwigzang z dziedzing czasu. Metody analizy sygnaléw w dziedzinie
czestotliwosci nosza nazwe metod czestotliwoSciowych lub metod widmowych.
Stanowig one niejednokrotnie bardziej efektywne i skuteczne narzedzie badania
sygnaléw, niz metody czasowe. W ,.jezyku” czestotliwo$ciowym mozna w wielu
przypadkach w sposéb prostszy i bardziej pogladowy niz w ,,jezyku” czasowym
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opisa¢ podstawowe cechy sygnatu. W kategoriach czestotliwo$ciowych wygod-
nie jest takze rozpatrywac i interpretowaé operacje przetwarzania sygnaléw przez
uktady, w tym przede wszystkim operacje filtracji. Warto wspomnie¢, ze proces
slyszenia (nawiasem moéwigc, nie do kofica rozpoznany) jest rezultatem analizy
struktury czestotliwoSciowej sygnatu akustycznego przez ucho ludzkie, ktére pod
wzgledem funkcjonalnym pelni role analizatora widma.

Czestotliwosciowe metody analizy sygnaléw ciaglych sa oparte na formali-
zmie matematycznym przeksztafcenn catkowych Fouriera — prostego i odwrotnego.
Ustalaja one wzajemne relacje migdzy dziedzing czasu i dziedzing czestotliwosci.
Mimo ze przeksztalcenie catkowe Fouriera jest znane od przeszio dwustu lat,
pozostaje nadal fundamentalnym i najbardziej rozpowszechnionym narzedziem
analizy sygnalow.

3.1.1. Proste przeksztalcenie Fouriera

Rozwazmy analogowy sygnat deterministyczny x(¢), w ogélnym przypadku
zespolony.

Definicja 3.1. Proste przeksztatcenie Fouriera sygnalu xz(t) jest zdefiniowane
calkg

X(w) = /x(t)e—J'wt dt, (3.1)

—0o0

gdzie zmienna w € (—o0,00) jest pulsacja.

Obliczajgc calke (3.1) dla poszczegdlnych wartosci pulsacji wy, wo, . . ., otrzy-
mujemy wartosci zespolone X (w;), X (w2),.... W rezultacie calka ta przypo-
rzadkowuje sygnatowi z(t) funkcje zespolong X (w) zmiennej rzeczywistej w.
Przyporzadkowanie to bedziemy oznaczaé X (w) = .Z[z(t)]. Funkcje X (w) na-
zywamy transformatq Fouriera (w skrécie .7 -transformatq) sygnatu x(t).

Przyklad 3.1. Wyznaczymy transformat¢ Fouriera sygnatu wykladniczego male-
jacego (por. rys. 1.12):

o0
X(w) = [y¥ Xge e it dt = X, /e_(o‘ﬂ”)t dt =
0 . (32)
_ X0 ariwy| _ X0
a+jw , ot jw

62



3.1. Przeksztalcenie Fouriera 63

Przyktad 3.2. Wyznaczymy transformate Fouriera impulsu prostokatnego X [
(t/T) (por. rys. 1.7):

0o T/2
X(w) = Xp / [] <;) e W dt = Xq / e Wt dt =
—o0 ~T/2
Xo _; e Xo ( ;T wL (3.3)
= - ei‘]Wt = — <e‘]w 2 — e_‘]w 2 > =
jw g I
2X0 wT wT

= ——sin— = XoT Sa —.
wsm2 OSa2

3.1.2. Odwrotne przeksztalcenie Fouriera

Definicja 3.2. Odwrotne przeksztaicenie Fouriera jest zdefiniowane catka

z(t) = % / X(w) e dw. (3.4)

Calka (3.4) przyporzadkowuje funkcji zespolonej X (w) sygnat z(t). Przypo-
rzadkowanie to bedziemy oznaczaé z(t) = .# ~![X(w)]. Sygnat z(t) nazywamy
odwrotng transformatq Fouriera lub retransformatq Fouriera (w skrécie .7 ~'-
transformatq) funkcji X (w).

3.1.3. .#-transformowalnos$¢ i wzajemna jednoznacznos¢

Definiujac proste przeksztalcenie Fouriera, nie sformutowali§my warunkéw,
jakie powinien spetniaé¢ sygnat z(t), aby catka (3.1) istniala. Nie okresliliSmy
tym samym zakresu stosowalnos$ci wzoru (3.1). Sygnaly, dla ktérych catka (3.1)
istnieje, nazywamy .% -transformowalnymi w zwyklym sensie.

Ustalenie warunkéw koniecznych i dostatecznych .7 -transformowalnosci
w zwyklym sensie jest zagadnieniem ztozonym. Z reguly formulowane sg jedy-
nie rézne postacie warunkéw dostatecznych. Nie wnikajgc w szczegdly, podamy
warunek najczeSciej cytowany w literaturze:

/ |x(t)] dt < oo. (3.5)

Zgodnie z tym warunkiem kazdy sygnal bezwzglednie catkowalny jest .7 -trans-
formowalny w zwyklym sensie. Klasa sygnaléw bezwzglednie calkowalnych jest
jednak stosunkowo waska i malo interesujaca dla zagadnieri teorii sygnatow.
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Istotna jest natomiast odpowiedZ na pytanie, czy .% -transformowalne sg sygnaty
0 ograniczonej energii i ograniczonej mocy.

W przypadku sygnatéw o ograniczonej mocy catka (3.1) jest rozbiezna, nie
sa one zatem .7 -transformowalne w zwyklym sensie. W przypadku sygnaléw
0 ograniczonej energii mozna natomiast wykazaé, ze catka (3.1) istnieje prawie
wszedzie, tzn. jest zbiezna wszedzie z wyjatkiem skonfczonej lub przeliczalnej
liczby wartoSci pulsacji w. Nalezy jednak podkresli¢, ze dla wigkszoS$ci interesu-
jacych nas i oméwionych wczesniej sygnatéw o ograniczonej energii catka (3.1)
jest zbiezna wszedzie, a wigc wzor (3.1) mozna stosowaé bez zadnych ograniczefi.

Z kolei, definiujgc odwrotne przeksztalcenie Fouriera, nie przesadzaliSmy, czy
obliczajac odwrotng transformate Fouriera wzgledem . -transformaty X (w) pew-
nego sygnatu z(t) otrzymamy z powrotem sygnat x(¢), tzn. nie rozstrzygaliSmy,
czy i dla jakiej klasy sygnaléw przeksztalcenie Fouriera jest wzajemnie jedno-
znaczne. Réwniez zagadnienie wzajemnej jednoznacznosci jest skomplikowane
i obfituje w wiele subtelnych szczegétéw. Ogdlnie mozna powiedzieé, ze jesli
X (w) jest .7 -transformatg bezwzglednie catkowalnego sygnatu x(¢) i sygnat ten
spetnia pewne niezbyt ograniczajace warunki regularno$ciowe (np. jest sygna-
fem przedzialami regularnym — por. [1], str. 225]), to dla kazdej chwili zachodzi
réwnos¢:

L[ oo e alth) +a(to)
or [ Xwyet do = TELTE), (3.6)

tzn. odwrotna transformata Fouriera w chwili ¢ jest réwna §redniej arytmetycz-
nej granic lewo- i prawostronnej sygnatu w tej chwili. W szczegdlnosci, w kazdej
chwili ¢ , w ktérej sygnal x(t) jest ciagly, spelniona jest réwnosé (3.4). Dla sygna-
16w takich przeksztalcenie Fouriera jest wzajemnie jednoznaczne. Relacje migdzy
sygnalem i jego % -transformata bedziemy wéwczas oznaczaé:

z(t) & X(w), (3.7)

a pare funkcji (t) i X (w) nazywaé parq transformat Fouriera w sensie zwyktym
. Przyktady prostych par transformat Fouriera w sensie zwyklym zostang podane
w p. 3.4.1.

Komentarz. Dyskusja warunkéw dostatecznych .7 -transformowalnosci i wzajemnej jed-
noznacznos$ci zostala przeprowadzona przy zalozeniu, ze calki (3.1) i (3.4) sg rozumiane
w sensie Riemanna. Sformufowanie tych warunkéw w odniesieniu do najbardziej nas
interesujacej klasy L? sygnaléw o ograniczonej energii jest wéwczas skomplikowane.
Nieco inaczej wyglada sytuacja, jezeli catki (3.1) i (3.4) sg rozumiane w sensie Le-
besgue’a (por. [2], str. 430). Przy takim rozumieniu tych calek sygnaly klasy L? sg
F -transformowalne, a ponadto, jesli réwno$¢ sygnatéw bedziemy rozumie¢ w sensie
normy przestrzeni L2, przeksztalcenie Fouriera jest dla tych sygnaléw wzajemnie jed-
noznaczne. Przeksztalcenie Fouriera okresla wéwczas odwzorowanie przestrzeni L? sy-
gnaléw w dziedzinie czasu w przestrzefi L2 transformat w dziedzinie czestotliwosci.
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Sygnaly o ograniczonej mocy nie sg oczywiscie .7 -transformowalne takze wtedy, kiedy
catke (3.1) bedziemy rozumie¢ w sensie Lebesgue’a.

3.1.4. Przeksztalcenie Fouriera w sensie granicznym

Przeksztalcenie Fouriera w sensie zwyklym, okreSlone catkg (3.1), nie obej-
muje wielu podstawowych sygnatéw, odgrywajacych w teorii sygnaléw istotng ro-
le. Nalezg do nich m.in. sygnat staly, sygnal skoku jednostkowego, sygnaty harmo-
niczne, czy tez sygnaly dystrybucyjne. W celu rozszerzenia zakresu stosowalnosci
przeksztalcenia Fouriera, i w konsekwencji rozszerzenia analizy czestotliwoscio-
wej na sygnaly nie majace .% -transformaty w sensie zwyklym, wprowadzane sg
jego réznego rodzaju uogdlnienia. Jednym z takich vogdlniefi jest przeksztatcenie
Fouriera w sensie granicznym. Koncepcja tego przeksztalcenia polega na kon-
strukcji odpowiednich ciagéw aproksymujacych w dziedzinie czasu i dziedzinie
czgstotliwosci 1 zdefiniowaniu pary transformat Fouriera jako pary granic tych
ciagéw.

Rozwazmy sygnat x(t) nie majacy .%-transformaty w sensie zwykiym.
Utwérzmy ciag {x4(t): a € Z7} sygnaléw .7 -transformowalnych w sensie zwy-
klym dla kazdej wartosci parametru «, ktéry aproksymuje sygnat x(t) , tj. spetnia
dla kazdego t warunek:

lim x4 (t) = x(t). (3.8)

a—0

Poniewaz kazdy element ciggu {x,(t)} jest .%-transformowalny w sensie zwy-
klym, zatem ciggowi temu odpowiada w dziedzinie czgstotliwosci ciag { X, (w)}
zwyktych transformat Fouriera, takich ze X, (w) = Z[z4(t)]. Para x4(t) <«
Xa(w) jest parg transformat Fouriera w sensie zwyktym.

Definicja 3.3. Jezeli lim,— 24 (t) = x(t) dla kazdego ¢ oraz lim,—o X (w) =
X (w) dla kazdego w, to par¢ z(t) < X (w) nazywamy parq transformat Fouriera
w sensie granicznym.

Ciggi aproksymujace (3.8) konstruuje si¢ zwykle mnozgc sygnal x(t) nie
majacy .7 -transformaty w sensie zwyklym przez funkcje typu e~ 1(t), jesli
t € [0,00), oraz el lub e jesli t € (—o0, 00), dostatecznie szybko ma-
lejace do zera, gdy t — +oo. Nalezy podkresli¢, ze chcgc wyprowadzi¢ dana
par¢ w sensie granicznym, nalezy kazdorazowo skonstruowaé cigg aproksymuja-
cy sygnal z(t) i wykazad, ze odpowiadajacy mu cigg transformat jest zbiezny do
transformaty X (w) dla kazdej wartosci w. Cechg charakterystyczng takich ciggéw
jest to, ze czesto dgza one w granicy do wielkoSci dystrybucyjnych w dziedzinie
czasu lub dziedzinie czestotliwos$ci. Przyktady par transformat Fouriera w sensie
granicznym oméwimy w p. 3.4.2.
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3.2. Widmo sygnatu

3.2.1. Interpretacja widmowa transformaty Fouriera

Calke (3.4) mozemy uwazac za posta¢ graniczng zespolonego szeregu Fourie-
ra (2.57). Przejscia graniczne dokonuje si¢ formalnie, zwickszajac okres T we
wzorze (2.57) do nieskoniczonosci. Pulsacja dyskretna kwg przechodzi wéwczas
w pulsacje ciagla w, a czynnik e/“!, wystepujacy pod catka we wzorze (3.4), mo-
zemy traktowaé jako zespolong reprezentacje sygnalu sinusoidalnego o pulsacji
w zmieniajgcej si¢ ciagle w przedziale (—oo, +00).

Calkowanie wzgledem zmiennej w we wzorze (3.4) mozemy wigc uwazac za
operacj¢ graniczng sumowania po wszystkich wartos$ciach w elementarnych sygna-
16w harmonicznych /! wazonych przez wartosci funkcji X (w). Przez analogie
do interpretacji wspdiczynnika X, zespolonego szeregu Fouriera jako zespolonej
amplitudy k-tej sktadowej harmonicznej tego szeregu (por. p.2.4.4), funkcje X (w)
mozemy zatem interpretowac jako gesto$¢é zespolonych amplitud sumowanych sy-
gnaléw przypadajaca na jednostke pulsacji. Z tego wzgledu .% -transformate X (w)
sygnalu z(t) nazywamy jego gestosciq widmowq lub krétko jego widmem.

Widmo stanowi podstawowg charakterystyke sygnatu w dziedzinie czestotli-
wosci. Jest to charakterystyka zespolona okreslona zaréwno dla dodatnich, jak
1 ujemnych, niefizycznych pulsacji. Reprezentacja sygnatu w dziedzinie czestotli-
wosci za pomocg widma ma wigc aspekt czysto matematyczny, a samo pojecie
widma nie ma bezposredniej interpretacji fizyczne;j.

3.2.2. Widmo amplitudowe i widmo fazowe

Widmo sygnatu moze by¢ zapisane w postaci biegunowe;j:

X(w) = | X (w)| e X ) 2 A(w) o) 3.9)

Funkcje |X(w)| = A(w) nazywamy widmem amplitudowym, a funkcje
arg X (w) £ ¢(w)+—widmem fazowym sygnatu. Widmo amplitudowe i widmo
fazowe sg juz rzeczywistymi charakterystykami sygnatu i dla w > 0 majg wyraz-
ng interpretacje fizyczng. Opisuja one gestos¢ amplitudy i odpowiednio ggstosé
fazy elementarnych skfadowych harmonicznych sygnatu w funkcji pulsacji w.

Przyklad 3.3. Wyznaczymy widma amplitudowe i widma fazowe sygnaléw roz-
patrywanych w przyktadach 3.1 i 3.2.

Ze wzoru (3.2) wynika bezpoSrednio, ze dla sygnatu wyktadniczego maleja-
cego:

_ X0
VoZ t R
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o(w) = —arctg = G.11)
(6%

Wykresy widma amplitudowego i widma fazowego tego sygnatu sg przedstawione
narys. 3.1a,b. Wykres widma amplitudowego jest charakterystyczny dla sygnatow
dolnopasmowych, dla ktérych gestos¢ widmowa maleje do zera wraz ze wzrostem
pulsacji do nieskoficzonosci. O szybkosci z jakg widmo to maleje decyduje war-
to$¢ parametru ov. Dla w = o widmo amplitudowe maleje do wartosci /2 krotnie
mniejszej od wartoSci maksymalnej w punkcie w = 0 (w mierze decybelowej
odpowiada to spadkowi o 3 dB).

&) A) 4 LY

Xo/(l /2

Y
N

0] o
Rys. 3.1. Widmo amplitudowe (a) i widmo fazowe (b) sygnalu wyktadniczego malejacego

Ze wzoru (3.3) wynika z kolei, ze widmo amplitudowe impulsu prostokgtnego
ma postac:

wT

Aw) = XoT [Sa =~ |- (3.12)

Jego wykres jest pokazany na rys. 3.2a. Widmo fazowe jest przedziatami stale
i w poszczegdlnych przedziatach przybiera wartosci 0 lub +7. Wykres widma
fazowego jest pokazany na rys. 3.2b. Impuls prostokatny jest réwniez sygnalem
dolnopasmowym, gdyz jego widmo amplitudowe zanika do zera, gdy w — 0.
Widmo to nie maleje jednak monotonicznie, tak jak w przypadku sygnatu wy-
ktadniczego malejgcego. Ma ono charakterystyczng strukture , listkowa”. Przedziat
pulsacji |w| < 27 /T obejmuje tzw. listek glowny, a pozostale przedzialy — listki
boczne widma. W punktach w = n2x /T, n # 0 widmo impulsu prostokatnego
jest réwne zeru.

3.2.3. Widmo jako funkcja czestotliwosci

W zagadnieniach praktycznych, zwlaszcza w analizie pomiarowej, charaktery-
styki widmowe sygnalu wygodnie jest rozpatrywaé nie jako funkcje zmiennej w —
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a) A A(w) b) o(w)
XoT
T r— —
-2n 1 1 1 1
r R R
i 1 a1 1 0] 21 4x e
1 1 1 1 T T
[I— —
2n 0| 27 4n w
T T T

Rys. 3.2. Widmo amplitudowe (a) i widmo fazowe (b) impulsu prostokatnego

pulsacji, lecz jako funkcje zmiennej f = w/2m — czestotliwosci. Przeksztatcenia
Fouriera proste i odwrotne, wyrazone w funkcji zmiennej f przebieraja postac:

X(f) = /x(t)ej27rft dt, (3.13)
z(t) = /X(f)ei%ft df. (3.14)

We wszystkich wzorach okreSlajacych widma sygnaléw w funkcji zmiennej w
nalezy wowczas podstawi¢ w = 27 f. W rozwazaniach analitycznych wygodniej
jest jednak postugiwad si¢ zmienng w. Z tego wzgledu charakterystyki widmowe
bedziemy dalej rozpatrywaé z reguly jako funkcje pulsacji.

3.2.4. Podstawowe wlasciwosci widm

Zatozymy najpierw, ze sygnaly sa rzeczywiste. Korzystajac wprost z defini-
cji (3.1), mozna fatwo wykazaé, ze widmo X (w) sygnatu rzeczywistego x(t)
jest funkcjq hermitowskq, tj. taka funkcja zespolona, ktdrej czes¢ rzeczywista jest
parzysta, cze$¢ urojona za$ —nieparzysta. Konsekwencjg tej wlasciwosci jest pa-
rzysto§¢ widma amplitudowego oraz nieparzysto$¢ widma fazowego. Dla kazdego
w spelnione sg zatem réwnosci (por. przyktad 3.3):

Aw) = A(-w)  pw) = —p(-w). (3.15)

Jesli sygnal jest parzysty, jego widmo jest rzeczywiste i parzyste (por. przy-
ktad 3.2). Jesli sygnal jest nieparzysty, widmo jest urojone i nieparzyste.
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Wymienione wlasciwosci przestaja by¢ stuszne dla sygnatéw zespolonych.
Dla dowolnych sygnatéw spelnione sg natomiast nastepujace wlasciwos$ci zwigza-
ne z operacja odbicia sygnatu wzgledem osi rzgdnych i operacja sprzezenia. Jesli
z(t) — X(w), to:

z(—t) < X(—w), (3.16)
¥ (t) & X*(—w), (3.17)
¥ (—t) & X*(w). (3.18)

3.3. Twierdzenia

Omoéwimy obecnie dalsze wlaSciwosci przeksztalcenia Fouriera. Ze wzgle-
du na ich znaczenie bedg one ujete w formie twierdzen. Twierdzenia te dotycza
operacji wykonywanych na sygnale lub na sygnatach w dziedzinie czasu lub dzie-
dzinie czestotliwosci i stanowig swojego rodzaju ,,stownik” ttumaczacy efekt wy-
konania danej operacji w jednej dziedzinie na efekt towarzyszacy mu w drugiej
dziedzinie. Ulatwiaja one wyznaczanie widm sygnatéw, bez koniecznosci czesto
skomplikowanego obliczania tych widm na podstawie wzoru definicyjnego (3.1).

Twierdzenia przytoczymy bez dowodéw (niektére z nich mozna bez trudu
przeprowadzié, korzystajac wprost z definicji 3.1). Pominiemy takze dyskusje
warunkow, przy ktérych sa one spetnione. Podamy natomiast ich interpretacje.

Przyjmiemy zatozenie, ze z(t) «» X (w) oraz y(t) < Y (w) sa parami trans-
format Fouriera, przy czym sygnaly z(t) i y(t) sg rzeczywiste lub zespolone.

Twierdzenie 3.1 (o liniowosci)

az(t) + by(t) « aX(w) 4+ bY (w). (3.19)

Przeksztalcenie Fouriera jest operacjg liniowa, tzn. widmo sygnatu bedacego
kombinacjg liniowa pewnych sygnaléw jest kombinacja liniowg o tych samych
wspdlczynnikach widm tych sygnaléw. Wtasciwos$¢ liniowosci wynika wprost
z definicji 3.1 prostego przeksztalcenia Fouriera.

Twierdzenie 3.2 (o symetrii)
z(t) « X(w) = X(t) < 2rz(—w). (3.20)
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Z twierdzenia tego wynika, ze przy przeksztalceniu Fouriera ksztalt sygna-
tu i widma jest cechg wymienna, tzn. jezeli sygnal o ksztalcie x(t) ma widmo
X (w), to sygnal X (t) o ksztalcie tego widma ma widmo o ksztalcie sygnatu
pierwotnego, odbite zwierciadlanie wzgledem osi rzednych i pomnozone dodat-
kowo przez 27. Wlasciwo$¢ ta jest jednym z przejawoéw dualizmu, jaki wystepuje
mi¢dzy dziedzing czasu a dziedzing czestotliwosci.

Twierdzenie 3.3 (o zmianie skali)

x<2> = aX(aw), a €. (3.21)

Zmianie skali czasu sygnatu, a wiec jego ,,rozciggnieciu” (a > 1) lub ,.Sci-
$nieciu” w czasie (a < 1), towarzysza w dziedzinie czgstotliwosci dwa efekty.
Rozciagnigcie sygnatu w czasie oznacza jego spowolnienie. Zmniejszajg si¢ tym
samym predkosci jego zmian. Widmo skupia si¢ wowczas wokét mniejszych pul-
sacji 1 jednoczeSnie gestoS¢ widmowa w tym zakresie proporcjonalnie wzrasta.
W przypadku §cisSnigcia sygnatu, efekty sg przeciwne.

Twierdzenie 3.4 (o przesunieciu w dziedzinie czasu)

z(t —tg) « X(w)e Wl (3.22)

Opdznienie sygnatu w czasie (9 > 0) lub jego przyspieszenie (ty < 0) od-
powiada mnozeniu widma przez czynnik e =%  Widmo amplitudowe nie ulega
przy tym zmianie, a widmo fazowe zmienia si¢ o sktadnik —wty. Widmo fazo-
we maleje (fg > 0) lub ros$nie (9 < 0) liniowo w funkcji pulsacji z szybkosScia
proporcjonalng do wartos$ci bezwzglednej przesunigcia tg. Wnioski te sg w petni
zgodne z intuicyjng interpretacja operacji przesuni¢cia sygnatu, ktéra nie zmienia
struktury amplitudowej sygnatu, a wplywa jedynie na jego strukture fazowa.

Twierdzenie 3.5 (o przesunigciu w dziedzinie czestotliwosci)

z(t) &0 — X (w — wp). (3.23)

Twierdzenie to jest dualne do twierdzenia 3.4. Przesuni¢cie widma sygna-
tu z(t) wzdluz osi pulsacji w prawo o warto$¢ wy > 0 uzyskujemy w wyniku
mnozenia tego sygnatu przez zespolony sygnal harmoniczny e/“°! o pulsacji wy.
Operacja mnozenia sygnalu harmonicznego przez sygnat z(t) jest nazywana ope-
racjg modulacji sygnalu harmonicznego. Z tego wzgledu twierdzenie to nosi takze
nazwe twierdzenia o modulacji.

Przesuniecie widma sygnatu w lewo o warto$¢ wg > 0 odpowiada mnozeniu
tego sygnatu przez sygnal e i«ot:

z(t) et & X (w + wp). (3.24)
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Dodajac i odejmujgc stronami wzory (3.23) i (3.24) i korzystajac ze wzoréw
Eulera:

ejw(]t —jwot ejwot _ a—jwot
coswgt = L, sinwopt = 7‘6, (3.25)
2 2]
otrzymujemy dwa warianty twierdzenia o modulacji dla przypadku modulacji
rzeczywistego sygnatu harmonicznego:

x(t) coswot %[X(w —wp) + X (w + wo)], (3.26)
x(t) sinwpt 21J_[X(w —wp) — X(w+ wo)]. (3.27)

Ze wzoru (3.26) wynika, ze modulacja rzeczywistego sygnatu harmoniczne-
g0 coswot sygnalem xz(t) powoduje rozszczepienie widma X (w) tego sygnatu
na dwie czedci o tym samym ksztalcie, przesuniete po osi pulsacji do punktéw
Fwp. Gestos¢ widmowa tych czedci maleje przy tym dwukrotnie. Podobny efekt
uzyskuje si¢ w wyniku modulacji sygnalu sin wgt. Widma amplitudowe sa w obu
przypadkach identyczne. R6znice wystepuja tylko migdzy widmami fazowymi.

Na twierdzenie o modulacji bedziemy sie¢ niejednokrotnie powotywaé w roz-
dziale 9, w ktérym omawiaé bedziemy analogowe systemy modulacji.

Twierdzenie 3.6 (o rozniczkowaniu w dziedzinie czasu)

d .
aaj(t) = jwX(w). (3.28)

Rézniczkowaniu sygnatu w dziedzinie czasu odpowiada mnozenie jego wid-
ma przez jw w dziedzinie czgstotliwosci. Operacja ta zwieksza gesto$¢ widmowa
sygnalu w zakresie duzych pulsacji.

Twierdzenie 3.7 (o catkowaniu w dziedzinie czasu)

t

1

/ z(r)dr & —X(w). (3.29)

jw
—00

Catkowaniu sygnatu w dziedzinie czasu odpowiada dzielenie jego widma

przez jw w dziedzinie czgstotliwosci. Catkowanie sygnatu uwypukla fragmenty

jego widma z zakresie matych pulsacji i zmniejsza gestos¢ widmowa w zakresie

duzych pulsacji.
Twierdzenie 3.8 (o splocie w dziedzinie czasu)

[e.o]

() + y(t) 2 / 2t — D7) dr o X (W)Y (). (3.30)
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Twierdzenie to odgrywa kluczowa rol¢ w zagadnieniach przetwarzania sygna-
16w przez uktady liniowe. Orzeka ono, ze splataniu sygnatéw w dziedzinie czasu
odpowiada mnozenie ich widm w dziedzinie czgstotliwosci. Tym samym z reguly
zlozong obliczeniowo operacj¢ na sygnalach mozna zastapi¢ prosta operacja na
ich widmach. W konsekwencji umozliwia to algebraizacje problemu obliczania
sygnatu na wyjsciu uktadu (por. p. 7.3.2).

Twierdzenie 3.9 (o splocie w dziedzinie czestotliwoSci)

s(y(t) %[X(w) PV (w)] 2 % / Xw— MY dr (33D

Mnozeniu sygnatéw w dziedzinie czasu odpowiada splatanie ich widm w dzie-
dzinie czestotliwoSci. Twierdzenie 3.9 jest dualne wzgledem twierdzenia 3.8
o splocie w dziedzinie czasu. Zauwazmy, ze korzystajac z tego twierdzenia moz-
na dowieé¢ twierdzenia o modulacji. Wystarczy w tym celu przyjaé, ze jednym
z mnozonych sygnaléw jest sygnal harmoniczny: e/“0¢, cos wot lub sin wyt.

Twierdzenie o splocie w dziedzinie czestotliwoSci moze by¢ takze sformuto-
wane w bardziej ogdlnej formie (por. wzér (3.17)):

H" (1) 5

Twierdzenie 3.10 (uogolnione twierdzenie Rayleigha)

[X(w) * Y™ (—w)]. (3.32)

/ 2(t)y () dt = % X (@)Y () dw. (3.33)

Twierdzenie to, bardzo wazne w teorii sygnaléw, odzwierciedla w jeszcze
innej formie wieloraka strukture powiazan migdzy dziedzing czasu i dziedzing
czestotliwosci. Jak pamietamy (por. komentarz w p. 3.2.3), przeksztalcenie Fo-
uriera mozna traktowaé jako odwzorowanie przestrzeni L? sygnaléw w przestrzeii
L2 transformat. Twierdzenie Rayleigha orzeka, Ze (z doktadnoscia do wspétczyn-
nika 27) odwzorowanie to zachowuje iloczyn skalarny w tych przestrzeniach, tzn.
iloczyn skalarny dwéch sygnatéw w przestrzeni L? jest réwny iloczynowi skalar-
nemu ich widm w przestrzeni Li podzielonemu przez 2.

Twierdzenie 3.11 (twierdzenie Parsevala)

/|x(t)|2dt:2177 / X ()2 dw. (3.34)

Twierdzenie Parsevala, nazywane réwniez twierdzeniem o energii, wynika
z twierdzenia Rayleigha przy podstawieniu y(t) = x(t). Wyraza ono réwnosé
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(z doktadnoscia do wspdiczynnika 27) norm w przestrzeniach L? oraz L. Zgod-
nie z tym twierdzeniem energi¢ sygnalu mozemy takze obliczaé w dziedzinie
czestotliwosci jako catke z kwadratu widma amplitudowego | X (w)|? sygnatu po-
dzielong przez 27. Z tego wzgledu funkcja | X (w)|? = A?(w) jest nazywana wid-
mem energii. Widmo energii jest takze oznaczane ®,(w). Jest ono jeszcze jedng
charakterystyka sygnalu w dziedzinie czestotliwosci opisujaca rozklad (gestosé
widmowg) jego energii wzdiuz osi pulsacji. Do charakterystyki tej powrdcimy
jeszcze w p. 5.1.4, gdzie uzasadnimy przyjete oznaczenie @, (w).

3.4. Przyklady par transformat
Fouriera

Tylko nieliczne pary transformat Fouriera mozna wyprowadzi¢ wprost z de-
finicji 3.1. Wigkszo$¢ z nich mozna natomiast wyznaczy¢ bez trudu, korzystajac
z odpowiednich twierdzen. Kontynuujac przyktady 3.1 i 3.2, oméwimy obecnie
dalsze czesto wykorzystywane pary transformat. W przypadku par transformat
w sensie granicznym podamy konstrukcje odpowiednich ciagéw aproksymuja-
cych.

3.4.1. Pary transformat w sensie zwyklym

Sygnal wykladniczy malejacy

Xo
a+jw

Xpe ™ (3.35)

Par¢ t¢ wyznaczyliSmy na podstawie definicji w przykladzie 3.1. Widmo am-
plitudowe i fazowe tego sygnatu sg przedstawione na rys. 3.1.

Sygnal wykladniczy dwustronny

QX(]OZ
o? 4 w?

Xoe ol (3.36)
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Par¢ t¢ wyprowadzimy wprost z definicji:

0 o'}

X(w) = Xp / e eIt dt 4 Xo/eo‘t e Wt dt =
—00 0
0 %)
X, / oIt 4t 4 X, / o~ (ati)t gy —
—00 0
0
= XO (Oé—jw)t XO —(oc+jw)t _
a—jw oa+jw
Xo X() a—i—jw—i—a—jw QX()Oé

a—jw * atjw  Cla—jw)(atjw) o@+w?
Poniewaz sygnat jest w tym przypadku parzysty, jego widmo jest rzeczywiste
i parzyste (rys. 3.3).

a) A x(7)

Xo

=
Rys. 3.3. Para transformat (3.36)

Impuls prostokatny

t wT
Xo 'l <T> — XoT Sa - (3.37)
Roéwniez ta para zostala wyprowadzona wprost z definicji w przyktadzie 3.2.
Widma amplitudowe i fazowe impulsu prostokatnego sa pokazane na rys. 3.2.
Sygnal Sa

X,
X, Sawyt < %{)0 M (;"w) (3.38)

Wyznaczenie tej pary na podstawie definicji jest bardzo skomplikowane. Moz-
na ja natomiast tatwo wyprowadzié, korzystajac z twierdzenia o symetrii wzgle-
dem pary rozpatrywanej w przyktadzie 3.2. Poniewaz widmo impulsu prostokat-
nego ma ksztalt funkcji Sa, zatem zgodnie z tym twierdzeniem widmo sygnatu
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Sa ma ksztalt prostokatny. Aby wyznaczy¢ wspélczynniki tego widma, wystarczy
we wzorze (3.3) zamieni¢ zmienng w na zmienng ¢ oraz w miejsce 7'/2 podstawic
wg. Otrzymamy wtedy:

QWOXQ Sawot — 27TX0 [l (—w> = 27TX0 [l (w),
2(.«)[) 2w0
skad wynika juz stuszno$¢ pary (3.38).

Ze wzoru (3.38) wynika wazna interpretacja sygnalu Sa. Widmo tego sygna-
tu zawiera jedynie skladowe czestotliwo$ciowe o pulsacjach |w| < wg, przy czym
gestos¢ widmowa w tym przedziale jest stata. Z tego wzgledu sygnal Sa jest nazy-
wany idealnym sygnatem dolnopasmowym. Pulsacja wg oscylacji sygnatu Sa jest
pulsacjq graniczng jego widma.

A X(w)

ﬂ/XO ()

Sy

-Wq 0 ()

Rys. 3.4. Para transformat (3.38)

Impuls tréjkatny

t T
Xo A <T> — XoT Sa? -5 (3.39)

Par¢ t¢ mozemy wyznaczy¢ na podstawie twierdzenia o splocie w dziedzinie
czasu, przyjmujgc we wzorze (3.30) z(t) = y(t) =1(¢t/T).

a) x(2) b) X()
XoT,

Sy

8 6z _4n 21 o
T T T T

~E
~g
SR

2
T

Rys. 3.5. Para transformat (3.39)
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Sygnat Sa?

X,
X, Sa?wot < FTOO A <2‘:0> . (3.40)

Parg t¢ mozemy wyprowadzié, stosujac do pary (3.39) twierdzenie o symetrii.

a) Ax(o) b) X()

Xo

JTXO/CUO

L 0 &L 21 3m R
wg "0y g wg 4 29

Rys. 3.6. Para transformat (3.40)

Sygnal Gaussa

1 12 a?w?
NGRS exp<—w> <—>exp<— > ) (3.41)

Wyprowadzenie tej pary jest skomplikowane. Jest ona jednym z nielicznych
przyktadow par, w ktérych zaré6wno sygnal, jak i widmo, maja ten sam ksztalt.

a) Ax() b) X()
1
2na \ 1
. 0|

Rys. 3.7. Para transformat (3.41)

NI

Sy

Sygnat sinusoidalny malejacy wykladniczo

il (3.42)

Xoe “sinwpt < Xg—— 5.
0 0 0(a+jw)2+wg
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Par¢ t¢ mozna wyprowadzi¢ z twierdzenia o modulacji (3.27). Podobnie jak
wszystkie poprzednie sygnaly, sygnal sinusoidalny ttumiony wyktadniczo jest sy-
gnatem dolnopasmowym. Jesli wg > v, to w punktach ++/wi — a? widmo tego
sygnalu ma maksima réwne Xg/2a.

A (1) A X))
Yo  Xo/2a |
\\/\\\~~ n 3
IEANCAVARY S
Vog@ 0
’ @)
_XO -7
Rys. 3.8. Para transformat (3.42)
Prostokatny impuls radiowy
t XoT —wo)T T
X coswot I <T> o g [Sa (w 2wo) ENC +2“’°) (3.43)

Para ta wynika wprost z twierdzenia o modulacji (3.26). Wykresy na rys. 3.9
zostaly sporzadzone dla przypadku 7" = 167 /wq. Jesli czas trwania impulsu jest
dostatecznie krétki w poréwnaniu z okresem fali sinusoidalnej, tzn. spetniona
jest nier6wnos¢ T' < 27 /wy, to jego widmo jest skupione gléwnie w waskich
przedzialach pulsacji wokét punktéw +wg. Sygnaly takie nosza nazwe wgsko-
pasmowych. Sygnatami waskopasmowymi sg sygnaly wystepujace w wiekszosci
systeméw modulacji.

3.4.2. Pary transformat w sensie granicznym

Impuls Diraca

5(t) o 1. (3.44)
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-Wo 2]

Rys. 3.9. Para transformat (3.43)

Przykiadem ciagu par transformat Fouriera w sensie zwyklym aproksymuja-
cym par¢ (3.44) jest ciag (3.41). Jesli parametr o dazy do zera, ciag lewostronny
dazy do impulsu Diraca §(t) (por. rys. 1.25). Jednoczes$nie cigg prawostronny da-
zy do funkcji statej rownej 1. Rozktad gestoSci widmowej impulsu Diraca jest
wiec réwnomierny w calym zakresie pulsacji. Widmo o tej wlasciwosci nazywa-
my widmem biatym.

Otrzymany rezultat wydaje si¢ na pozoér zaskakujacy, oznacza bowiem, ze
impuls Diraca zawiera sktadowe o wszystkich czgstotliwoSciach, z ktérych kaz-
da wnosi taki sam wkiad w jego strukture widmowg. Nalezy jednak wziaé pod
uwage, ze taka struktura widma impulsu Diraca jest uzasadniona nieskoniczenie
szybka zmiang jego wartoSci w chwili ¢ = 0.

a) x(1) b) A x()

—
>

0 ; 0

Sy

Rys. 3.10. Para transformat (3.44)

Sygnat staly

1 216 (w). (3.45)
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Para ta jest dualna wzgledem pary (3.44). Mozna jg wykazaé na podstawie
twierdzenia o symetrii, uwzgledniajac, ze §(w) = 0(—w). W sygnale stalym wy-
stepuje tylko jedna, zerowa predko$¢ zmian. Efektem tego jest skupienie jego
gestodci widmowej jedynie w punkcie w = 0, przy czym gesto§¢ w tym punkcie
jest nieskoficzona. Ge¢stos¢ ta jest reprezentowana dystrybucja Diraca w dziedzinie
widmowej o polu 27. Wystepowanie tego wspdéiczynnika jest wynikiem niepeine;j
symetrii mi¢dzy obu dziedzinami.

A ) X()

1 27

Sy

Rys. 3.11. Para transformat (3.45)

Sygnal sgn t

2
sgnt < J—w (3.46)

Pare t¢ wyprowadzimy, konstruujac odpowiednie ciagi aproksymujace. Jako
ciag aproksymujacy sygnat sgn ¢ wybierzemy ciag x,(t) = e~ sgn t. Elementy
tego ciagu sa .7 -transformowalne w sensie zwyklym:

oo
Xo(w) = / e sgnte v dt =

—0o0

0

[e's)
- _ / eoet e—jwt dt + /e—at e—jwt dt =
0

—00
! 1 —jow

Co—jw  a+jw  a+w?

Poniewaz dla kazdego w granica ciggu X, (w) przy « dazacym do zera jest réwna
2/ jw, dowodzi to stusznosci pary (3.46).

1
Sygnal —
i

1
— — —jsgnw (3.47)
Tt

Sygnat 1/7t odgrywa istotng role w teorii catkowego przeksztatcenia Hilberta
(por. p. 10.1.7).
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A @) | X()|

Ty

Rys. 3.12. Para transformat (3.46)

Jest to sygnal o ograniczonej mocy, a wigc nie ma .% -transformaty w sen-
sie zwyklym. Jego .7 -transformat¢ w sensie granicznym mozna wyprowadzié,
stosujac twierdzenie o symetrii wzgledem pary dualnej (3.46).

a) (1) b) 1“ A(w) ¢ A o)
& — 7R
I w: —_—t————————————

\o r 0 0 o
I e —

Rys. 3.13. Para transformat (3.47)

Skok jednostkowy I(t)
1(t) © wo(w) + —. (3.48)

Poniewaz sygnat skoku jednostkowego mozemy przedstawi¢ w postaci
1(t) = % + %sgn t, zatem korzystajac z pary (3.46) otrzymujemy:

Xw)=F[1{1)| =7 [;] + 7 B sgnt} = mo(w) + Ji}
Sygnat cos wot
cos wot < T[6(w — wp) + d(w + wo)]. (3.49)

Para ta wynika z pary (3.45) i twierdzenia o modulacji (3.26). Poniewaz w sy-
gnale coswgt wystepuje tylko jedna pulsacja wp, widmo tego sygnatu stanowia
dwie dystrybucje Diraca wystepujace w punktach +wy.
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| X(@)]
JT
A x(®)
1
O t= w=
Rys. 3.14. Para transformat (3.48)
a) b)
Ax) b 1x()]
a -
-0Wg 0 o a)=
Rys. 3.15. Para transformat (3.49)
Sygnat sin wgt
sinwgt < —jm[0(w — wp) — d(w + wo)]. (3.50)

Podobnie jak poprzednio, para ta wynika z pary (3.45) i twierdzenia 0 mo-

dulacji (3.27).

a)

“ X(t)

Rys. 3.16. Para transformat (3.50)
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Sygnat efwot

&0t 5 2718 (w — wp). (3.51)

Pare otrzymujemy stosujac do pary (3.45) twierdzenie o modulacji (3.25). Na
rys. 3.17, ilustrujacym te pare, wykres zespolonego sygnatu harmonicznego e/“0t
zostal sporzadzony w tréjwymiarowym uktadzie wspétrzednych, gdzie w ptasz-
czyznie rzeczywistej wykreslono czg$¢ rzeczywistg, a w plaszczyZnie urojonej —
cze$é urojong sygnalu e/“o'. Zwréémy uwage, ze widmo tego sygnatu jest re-
prezentowane tylko jedng dystrybucjg Diraca wystepujaca w punkcie wy. Jest to
wigc widmo prawostronne. Wilasciwos¢ ta ma $cisly zwigzek z faktem, ze ze-
spolony sygnal harmoniczny e“0! jest sygnalem analitycznym reprezentujacym
rzeczywisty sygnal harmoniczny cos wgt (por. p. 1.2.7).

Para (3.51) stanowi punkt wyjscia do wyprowadzenia ogdlnego wzoru okre-
Slajacego . -transformate Fouriera w sensie granicznym dowolnego sygnatu okre-
sowego reprezentowanego zespolonym szeregiem Fouriera (2.57).

2T fomeme e

Rys. 3.17. Para transformat (3.51)

Sygnaly okresowe

Jezeli x(t) jest sygnatem okresowym o okresie Ty = 27 /wy reprezentowanym
zespolonym szeregiem Fouriera (2.57), to

p(t) = Y Xpeoh o or Y Xpd(w — kwp). (3.52)

k=—00 k=—o00

Para ta wynika z pary (3.51) i twierdzenia o liniowo$ci przeksztatcenia Fo-
uriera. Widmo w sensie granicznym sygnalu z(t) jest zatem ciggiem dystrybucji
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Diraca wystepujacych w punktach kwg, & = 0,%1,..., o zespolonych warto-
$ciach pdl réwnych wspétczynnikom X rozwiniecia sygnatu x(t) w zespolony
szereg Fouriera. Widmo amplitudowe sygnatu z(t) jest ciagiem dystrybucji Di-
raca w punktach kwy o polach |Xj| réwnych modulom tych wspéiczynnikéw.
Poniewaz widmo fazowe nie ma charakteru gestosci widmowej, jest ono ciggiem
zwyklych liczb arg X}, okre§lonych w punktach kwq i przybiera wartosci zerowe
poza tymi punktami.

Widma sygnaléw okresowych sa skupione jedynie w dyskretnym zbiorze
punktéw osi pulsacji. Z tego wzgledu sg one nazywane widmami dyskretnymi
lub prqzkowymi.

Przyklad 3.4. Wyznaczymy widmo unipolarnej fali prostokatnej x(t) przedsta-
wionej na rys. 1.23 i przedyskutujemy jak zmienia si¢ ono w funkcji wspélczyn-
nika wypelnienia tej fali.

Na podstawie wzoru (2.58) obliczamy wspo6tczynniki rozwiniecia fali w ze-
spolony szereg Fouriera (w celu uniknigcia kolizji oznaczen amplitude fali ozna-
czamy Ap):

To/2 T/2
Xk = 1{0 / z(t) e Ihwot gt = ;{s / e Ikwot gt =
—Ty/2 —T/2
A A ‘
— A0 —ikwot =0 (ekaoT/2 _ eqkaT/2> _
J kwoTy P kwoTo
= kif%o sin kwog = Ao;; Sa k‘wog = AO;; Saknr;;,

gdzie wy = 27/ Ty. Zgodnie ze wzorem (3.52) widmo fali z(¢) ma postac:

= T T 27
X(w)y=2r Y AO?O Sa (mﬂ)) §(w—kwy),  wo= o (3.53)
k=—0o0
Ksztalt tego widma zalezy od wspétczynnika wypetnienia 7'/ 7.

Na rys. 3.18 jest pokazany sygnal unipolarnej fali prostokatnej, jej widmo
amplitudowe i widmo fazowe dla przypadku 7'/Ty = 1/5. Dystrybucje w wid-
mie amplitudowym wystepuja w punktach w = 27wk /T), zaleznych wylacznie od
okresu fali 7. Obwiednia widma jest réwna:

T Tw
2mAg— —
™ OT() Sa 9

a wiec ma ksztalt modutu funkcji Sa i przyjmuje wartosci zerowe w punktach
w = 2mwn /T, zaleznych tylko od szerokosci 7" impulséw fali. Jezeli wspétczyn-
nik wypelnienia zmniejszymy do wartosci 7'/Ty = 1/10, zwigkszajac dwukrotnie
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okres fali bez zmiany szerokosci impulséw, to dystrybucje w widmie amplitudo-
wym zageszczajg sie, a ich obwiednia dwukrotnie maleje. Punkty zerowe obwiedni
pozostang bez zmian. Przypadek ten jest zilustrowany na rys. 3.19.

Dalsze zwigkszanie okresu Ty przy statej szerokosci impulsu 7' powoduje
dalsze zageszczenie dystrybucji w widmie i jednoczesne zmniejszanie si¢ ich ob-
wiedni. W granicy sygnat dazy do impulsu prostokatnego Agl'1(¢/T), dystrybucje
wypetniaja o§ pulsacji w sposéb ciagly, a ich obwiednia dazy do zera. Jesli jed-
nak przed przejSciem granicznym wszystkie dystrybucje widmowe pomnozymy
przez odwrotno$¢ pulsacji wo, tj. przez Tp/2m, a nastgpnie okres 7j bedziemy
zwigksza¢ do nieskoiiczonos$ci, to w granicy widmo przejdzie do widma ciggtego
pojedynczego impulsu prostokgtnego (por. wzor (3.3)):

AT Sa L
2
a) (1)
|_| Ao |_| T=5T
. T T o -
0 27 0
b) 2y Ao“ [X(@)]

Rys. 3.18. Fala prostokgtna unipolarna (a), jej widmo amplitudowe (b) i fazowe (c) dla przypad-
kuT/Ty =1/5
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9 x(0)
AO T0:10T
U T T } -
0 77 0
[X(@)]
b) %JIAO

Rys. 3.19. Fala prostokgtna unipolarna (a), jej widmo amplitudowe (b) i fazowe (c) dla przypad-
ku T/To =1/10

Dystrybucja grzebieniowa 1, (¢)

01, (1) = Wl (W), %:%‘ (3.54)

Dystrybucja grzebieniowa w dziedzinie czasu o okresie 7y ma widmo réwne
dystrybucji grzebieniowej w dziedzinie czgstotliwosci o okresie wg = 27 /T po-
mnozonej przez wg. Aby wykazaé stusznos¢ tej pary, obliczymy wspdlczynniki
rozwinigcia dystrybucji d7;,(¢) w zespolony szereg Fouriera. Uwzgledniajac, ze
catkowanie za okres obejmuje tylko jeden Srodkowy impuls Diraca dystrybucji
grzebieniowej oraz korzystajac z wlasciwosci prébkowania (1.15) impulsu Diraca,
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otrzymamy:
To/2 To/2
1 ; 1 -
Xy, = = oy (t) e R0t dp = — / §(t) e IFeot dt =
=g [ dne o | e
—To/2 —To/2
To/2
1 1
-7 / S(t)dt = 7
T2

Widzimy wigc, ze wszystkie wspdtczynniki rozwinigcia w zespolony szereg Fo-
uriera dystrybucji o7, (¢) sa identyczne i réwne 1/7}, a wiec szereg ten ma postac:

oo

Z ejku.)ot7

k=—o0

1
=7

27

wo (3.55)
Po podstawieniu wartosci wspotczynnikéw rozwinigcia dystrybucji o7, (t) w sze-
reg (3.55) do wzoru ogdlnego (3.52) otrzymujemy pare (3.54). Para ta zostata
zilustrowana na rys. 3.20 dla dwéch przypadkéw wartodci okresu 7. Wraz ze
zwigkszeniem okresu w dziedzinie czasu zmniejsza si¢ okres w dziedzinie czg-
stotliwosci i jednocze$nie maleje wielko$¢ dystrybucji widmowych. Para ta ma

szczegllne znaczenie w analizie operacji probkowania sygnatéw (por. p 6.2).

a) Ao — 0, A X()
T ‘ ‘>
04T0\+ ¢ 0 —wy—~ .

b) Ao o A x()
I R T T ATt T
0 *‘TézaT‘* t 0 ﬂbLT/swo g

Rys. 3.20. Para transformat (3.54)

3.4.3. Widmo impulsowego sygnalu sprobkowanego

Omawiajac wlasciwos¢ probkowania (1.20) dystrybucji grzebieniowej, wpro-
wadziliSmy dystrybucyjng reprezentacj¢ sygnalu analogowego z(t) sprébkowane-
go z okresem 7T w postaci impulsowego sygnalu sprobkowanego (rys. 1.27):

o0

Z x(nTs)d(t — nTs).

n=—oo

86

w(t) = 2(t)or, (1) (3.56)



3.4. Przyklady par transformat Fouriera 87

Sygnat ten jest dystrybucyjnym sygnalem analogowym, a wigc jest .% -trans-
formowalny w sensie granicznym. Poniewaz jest on iloczynem sygnatu x(¢) i dys-
trybucji grzebieniowej o7, (t), zatem zgodnie z twierdzeniem 3.9 jego widmo jest
splotem widm tych sygnatéw:

Xo(w) = Zlaa(t)] = Pl(t)in, (0] = - Fla(] « For (). G5
Oznaczajac X (w) = Z#[x(t)] i korzystajac z pary (3.54) oraz wlasciwosci (1.21)
powielenia okresowego dystrybucji grzebieniowej, otrzymamy:

1 1
Xo(w) = 5 X(w) * welly, (W) = i > X(w— kwy), (3.58)
k=—o0
gdzie ws = 27 /Ts. Wynika stad, ze widmo impulsowego sygnalu sprébkowane-
go reprezentujacego sygnat x(t) o widmie X (w) jest powieleniem okresowym
z okresem wy = 27 /Ts widma X (w) podzielonym przez okres prébkowania 7.

W zagadnieniach prébkowania sygnaléw i analizie widmowej sygnatéw dys-
kretnych szczegdlnie wazny jest przypadek, gdy sygnat x(t) jest sygnatem dolno-
pasmowym o paSmie ograniczonym czestotliwoscig f,,, i prébkowany z czgsto-
tliwoscig fs, takg ze fs > 2f,,. Spetniony jest wéwczas warunek w,, < ws/2 =
7 /Ts, przy ktérym widmo (3.57) jest (z doktadnoscig do wspéiczynnika 1/7%)
ciggiem nieznieksztatconych kopii widma X (w) (rys. 3.21).

Otrzymany rezultat jest jeszcze jednym przejawem dualizmu miedzy dzie-
dzing czasu i dziedzing czestotliwosci. Jak pamietamy, widmo kazdego sygnatu
okresowego jest widmem prazkowym (reprezentowanym odpowiednim ciggiem
dystrybucji Diraca w dziedzinie czgstotliwosci). Ze wzoru (3.7) wynika nato-
miast, ze impulsowy sygnal sprobkowany z,(t) (reprezentowany odpowiednim
ciggiem dystrybucji Diraca w dziedzinie czasu) ma widmo okresowe.

a) X()

0, | o

Xs
b) X(0)/T; o)

j 0, < 0g/2

-20, -0y -0, 0, Wy 2w, )

Rys. 3.21. Widmo sygnalu dolnopasmowego (a) i widmo reprezentujgcego go impulsowego sygnatu
sprobkowanego (b) dla przypadku ws > 2w,
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3.5. Szereg Fouriera a przeksztalcenie
Fouriera

3.5.1. Widmo sygnalu okresowego jako szczegdlny
przypadek transformaty Fouriera w sensie
granicznym

Zatrzymajmy si¢ jeszcze przez chwilg na parze (3.52). W wigkszoSci podrecz-
nikéw poswieconych teorii sygnatéw zespolony szereg Fouriera (2.57) sygnatéw
okresowych jest omawiany przed przeksztalceniem catkowym Fouriera (3.1). Po-
jecie przeksztalcenia catkowego Fouriera wprowadza si¢ dopiero pdzniej, jako
uogodlnienie zespolonego szeregu Fouriera na sygnalty nieokresowe. Uogdlnienie
to otrzymuje si¢ w wyniku odpowiednio skonstruowanego przejicia granicznego
przy okresie T dazacym do nieskoniczonosci. Tym samym pojecie widma sygna-
Tu wprowadza si¢ najpierw dla sygnaléw okresowych. Definiuje si¢ je jako zbidr
{X} wspolczynnikéw jego rozwinigcia w zespolony szereg Fouriera. Widmo
amplitudowe sygnatu okresowego definiuje si¢ jako zbiér modutéw Ay = | X/,
a widmo fazowe jako zbiér ¢, = arg X argumentéw tych wspétczynnikow.

W ujeciu przedstawionym w poprzednich punktach pojecie widma zostato
zdefiniowane jako ciggla transformata Fouriera rozumiana w sensie zwyktym lub
w sensie granicznym. Definicja widma w sensie granicznym obejmuje takze sy-
gnaly okresowe. Takie podejscie umozliwia zatem jednolite ujecie analizy czesto-
tliwo$ciowej zaréwno sygnaléw nieokresowych, jak i okresowych w kategoriach
formalizmu matematycznego catkowego przeksztalcenia Fouriera. R6znica mig-
dzy ujeciem opartym na szeregu Fouriera, a ujgeciem w kategoriach catkowego
przeksztalcenia Fouriera polega na odmiennym okreSleniu widma sygnatu okre-
sowego. W prezentowanym podejsciu widmo sygnalu okresowego jest okreslone
nie jako zbidr liczb, lecz —zgodnie ze wzorem (3.52) —jako wielko$¢ dystrybu-
cyjna. Réznica ta jest natury jedynie formalnej, gdyz dla obu tych reprezentacji
widmowych petna informacja o sygnale okresowym jest zawarta z zbiorze wspot-
czynnikéw { X }.

3.5.2. Zwigzek miedzy widmem sygnatu impulsowego
a wspolczynnikami Fouriera jego przedluzenia
okresowego

Niech xz(t) bedzie sygnalem impulsowym okreslonym w przedziale
(=Tv/2,Tp/2) (lub w dowolnym innym przedziale o dlugosci Tp) oraz X (w)—
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jego widmem. Rozwazmy sygnat z7,(t), bedacy przediuzeniem okresowym te-
go sygnalu z okresem Tj. Zgodnie z wlasciwoscia (1.21) powielenia okresowego
dystrybucji grzebieniowej, sygnal z,(¢) mozemy zapisa¢ w postaci:

oo

or(t) = Y x(t —nTy) = x(t) * 65, (1).

n=—oo

Stosujgc twierdzenie o splocie w dziedzinie czasu i korzystajac z pary (3.54),
widmo tego sygnatu mozemy zapisaé jako:

2

X1y (w) = X(w)woby, (W), wo = T,

Korzystajac z kolei z wiasciwosci (1.20) prébkowania dystrybucji grzebieniowej,
otrzymamy:

e}

X (@) = ifg S X(hwo)d(w — hwp) =21 Y X(;f“’o)a(w ~ k).

k=—0c0 k=—0c0 0

Z poréwnania tego wzoru z parg (3.52) wynika, ze

X (kUJO)
TO ’
tzn. k-ty wspéiczynnik rozwinigcia powielenia okresowego zr;(t) sygnalu im-
pulsowego x(t) w zespolony szereg Fouriera (2.57) jest rowny wartosci widma
sygnatu z(t) w punkcie kwgy podzielonej przez okres Tp.
Po podstawieniu wzoru (3.59) do wzoru (2.58) otrzymujemy:

Xp = (3.59)

> X (kwp) eheot (3.60)

1

LTy (t) = ?0
k

Rezultat ten okresla podstawowy zwigzek miedzy transformata Fouriera sygnatu
impulsowego a zespolonym szeregiem Fouriera jego przedtuzenia okresowego.

Przyklad 3.5. Korzystajac ze wzoru (3.59), mozemy wyznaczyé widmo powie-
lenia okresowego x7,(t) sygnatu impulsowego x(t) bezposrednio na podstawie
widma sygnatu impulsowego. Na przyktad, stosujagc wzér (3.59) w przypadku
impulsu prostokatnego o widmie okreslonym wzorem (3.3), otrzymujemy wprost
widmo (3.53) unipolarnej fali prostokatnej, bez konieczno$ci obliczania wspot-
czynnikéw X} na podstawie definicji.

Przyklad 3.6. Korzystajgc ze wzoru (3.59), wykazemy inng drogg stuszno$¢ wzo-
ru (3.55). Poniewaz widmo pojedynczego impulsu Diraca jest stale i réwne 1 dla
kazdej wartoSci w (por. pare (3.44)), zatem X (kwg) = 1 dla kazdego k. Uwzgled-
niajac ten wynik we wzorze (3.60), otrzymujemy bezposrednio wzoér (3.55).
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3.6. Zasada nieoznaczonoSci w teorii
sygnalow

3.6.1. Zwigzek miedzy czasem trwania sygnatu
a szerokoscig jego widma

W komentarzu do twierdzenia 3.3 o zmianie skali stwierdzili$my, ze im szyb-
ciej sygnal zmienia si¢ w czasie. tym szersze jest jego widmo. Relacje t¢ moz-
na ujaé¢ w formie zaleznoSci liczbowej, wprowadzajac odpowiednie miary czasu
trwania sygnalu i szeroko$ci widma.

Definicja 3.4. Réwnowaznym czasem trwania sygnatu x(t) nazywamy wielko$¢:

[e.9]

/ x(t)dt

Definicja 3.5. Szerokoscig réwnowazng widma X (w) nazywamy wielkosé:

7X(w) dw

Jezeli w calce (3.1) podstawimy w = 0, a w calce (3.4) t = 0, otrzymamy:

Aty = — 2O (3.63)
1
o (w)dw

skad wynika, ze iloczyn réwnowaznego czasu trwania sygnatu i réwnowaznej
szerokosSci jego widma jest wielkoScig stalg:

At Aw, = 2. (3.64)

Jesli jedna z tych miar wzrasta, druga proporcjonalnie maleje.

3.6.2. Zasada nieoznaczonosci

Wzory (3.61) i (3.62) majg ograniczony zakres stosowalnos$ci. Miara (3.61)
nie jest odpowiednig miarg czasu trwania sygnalu wtedy, kiedy catka sygnatu jest
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réwna zeru, jak réwniez wtedy, kiedy warto$¢ sygnalu w chwili ¢ = 0 jest réw-
na badz bliska zeru. Istotna wadg tej miary jest takze jej zalezno$¢ od polozenia
sygnalu na osi czasu. Podobne wady ma szeroko$¢ réwnowazna widma (3.62).

Z tych wzgledéw wprowadzane sg réwniez inne miary czasu trwania sygnatu
i szerokosci jego widma, z ktérych najbardziej uniwersalne i pozbawione wymie-
nionych wad sa tzw. szerokosci sredniokwadratowe sygnatu i odpowiednio widma.
Charakteryzuja one stopiefi koncentracji energii sygnatu w dziedzinie czasu lub
w dziedzinie czgstotliwosci (por.[3], p. 6.11).

Jednak bez wzgledu na to, jak bySmy nie zdefiniowali miary czasu trwania
i szeroko$ci widma sygnatu, zaleznos¢ (3.64) wyraza pewng ogolng zasad¢ obo-
wigzujaca w teorii sygnaléw i nazywang zasadq nieoznaczonosci. Orzeka ona, ze
iloczyn miary czasu trwania sygnatu i odpowiadajacej jej miary szerokosci jego
widma jest ograniczony od dotu i ze nie mozna tych miar zmniejsza¢ jednocze-
$nie. W przypadku zmniejszania czasu trwania sygnalu trzeba si¢ liczy¢ z tym,
ze jego widmo bedzie si¢ odpowiednio poszerzac. I odwrotnie, chcac wygene-
rowa¢ sygnal o waskim widmie, nalezy uwzgledni¢, ze musi on trwaé w czasie
dostatecznie diugo.

Zasada nieoznaczono§ci stanowi jeszcze jedna relacje matematyczng migdzy
dziedzing czasu i dziedzing czestotliwos$ci. Znajduje ona swoje odbicie w wielu
zagadnieniach technicznych. Na przyktad, w projektowaniu cyfrowych systeméw
telekomunikacyjnych dazy si¢ do przesytania impulséw w jak najkrétszym czasie,
a zarazem w jak najwezszym pasmie czestotliwosci. Krétki czas trwania impul-
sow umozliwia zwigkszenie szybkoSci transmisji informacji, natomiast waskie
pasmo ich przesytania — zwickszenie pojemnosci kanatu transmisyjnego. W §wie-
tle zasady nieoznaczonos$ci wymagania te sg sprzeczne. W praktyce wybdr czasu
trwania impulsu i szerokodci jego pasma dokonuje si¢ na drodze kompromisu,
ktérego konieczno$¢ jest konsekwencjg zasady nieoznaczonosSci.

Stownik

metody czestotliwo$ciowe
metody analizy sygnatéw w dziedzinie czestotliwosci

para transformat Fouriera
para funkcji, ktérg tworzy sygnat i jego widmo

pasmo sygnatu
przedziat czestotliwo$ci, w ktéorym widmo sygnatu przybiera warto$ci nie-
zerowe
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przeksztalcenie Fouriera
przeksztalcenie catkowe przyporzadkowujace sygnatowi jego widmo

pulsacja graniczna
najwicksza pulsacja, dla ktérej widmo sygnatu przybiera warto$¢ r6zng od
zera

splot w dziedzinie czestotliwosci
operacja na parze widm przyporzadkowujaca im inne widmo

sygnal .7 -transformowalny
sygnal, dla ktérego istnieje transformata Fouriera

sygnal dolnopasmowy
sygnal, ktérego zasadnicza czg$é widma jest skupiona w zakresie matych
czgstotliwosci

sygnal waskopasmowy
sygnal, ktérego widmo jest skupione w waskim przedziale czestotliwosci
[fd, fq) » fa # 0, gdzie [ fq jest czgstotliwoscia dolna, a [ f, — czgstotliwoscia
g6rng pasma sygnatu

trygonometryczny szereg Fouriera
przedstawienie sygnatu okresowego jako sumy wazonej (w szczegllnych
przypadkach skoriczonej) sygnatéw harmonicznych o czestotliwosciach be-
dacych wielokrotno$ciami czestotliwos$ci podstawowej réwnej odwrotnosci
okresu sygnatu

widmo sygnatu
funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej (cz¢stotliwoSci) opisujaca struk-
ture czestotliwo$ciowq sygnatu; transformata Fouriera sygnatu

widmo amplitudowe
modut widma sygnatu

widmo biate
widmo o stalej gestosci widmowej w catym zakresie czestotliwosci

widmo energii
funkcja opisujaca rozklad energii sygnatu o ograniczonej energii w funkcji
czestotliwosci; kwadrat widma amplitudowego sygnatu

widmo fazowe
argument widma sygnatu
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zasada nieoznaczonosci
zasada orzekajaca, Ze im zmiany sygnatu w czasie nastgpuja szybciej, tym
pasmo tego sygnalu jest wezsze i odwrotnie
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Lekcja 4

Analiza czestotliwoSciowa
dyskretnych sygnatow
deterministycznych

W lekcji 4 oméwimy metody analizy czestotliwo$ciowej sygnatéw dyskret-
nych. Wprowadzimy pojecie przeksztalcenia Fouriera sygnatéw dyskretnych i
przedyskutujemy jego podstawowe wiasciwosci, w tym odnoszace si¢ do nie-
go twierdzenia. Podamy definicj¢ widma sygnatu dyskretnego i podkreslimy jego
najwazniejszg ceche — okresowos¢. Zdefiniujemy takze pojecie dyskretnego sze-
regu Fouriera. Jako szczegdlng klase sygnatéw dyskretnych oméwimy sygnaty
N-okresowe i ich widma.

W lekcji przedyskutujemy ponadto zagadnienie numerycznego obliczania
widm sygnaléw i wprowadzimy wazne pojecie dyskretnego przeksztatcenie Fo-
uriera (DPF) jako podstawowego narzedzia matematycznego numerycznej analizy
czgstotliwoSciowej sygnaléw. Dyskretne przeksztalcenie Fouriera oméwimy naj-
pierw dla przypadku sygnaléw impulsowych, a nastepnie N-okresowych. W tym
drugim przypadku wskazemy na jego zwigzek z dyskretnym szeregiem Fouriera.
Przedyskutujemy takze podstawowe wiasciwosci DPF. Na zakoriczenie lekcji roz-
patrzymy zagadnienie odtwarzania sygnatlu dyskretnego o nieskoficzonym czasie
trwania na podstawie probek jego widma.
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4.1. Przeksztalcenie Fouriera sygnalow
dyskretnych

Wartosci sygnatéw dyskretnych zmieniajg si¢ w czasie od prébki do prébki
w sposéb skokowy. Podobnie jak w przypadku sygnatéw analogowych, ewolu-
cje sygnatu dyskretnego w czasie mozna rozpatrywaé jako efekt superpozycji
nieprzeliczalnej liczby elementarnych dyskretnych sygnatéw harmonicznych. Ba-
danie struktury tych sygnaléw i analiza ich udzialu w tworzeniu danego sygnatu
dyskretnego s dokonywane w dziedzinie cz¢stotliwosci.

U podstaw matematycznych analizy czestotliwoSciowej sygnatéw dyskretnych
leza pojecia przeksztatcenn Fouriera—prostego i odwrotnego. Z uwagi na dys-
kretny charakter dziedziny sygnatéw pojecia te sa definiowanie odmiennie, niz
w przypadku sygnaléw analogowych.

4.1.1. Proste przeksztalcenie Fouriera. Widmo sygnatu
dyskretnego

Rozwazmy sygnal dyskretny x[nTs] otrzymany np. w wyniku okresowego
probkowania w chwilach ¢, = nTs pewnego rzeczywistego lub zespolonego sy-
gnatu analogowego x(t) (celowo przyjmujemy tu na razie nieunormowang skale
czasu). Zalozymy, ze x[nT}] jest sygnalem o ograniczonej energii:

o0

E,= ) |a(nTy))? < co. (4.1)

n=—oo

Jak pamigtamy (por. p. 2.2.1), sygnaly takie naleza do przestrzeni Hilberta [?
sygnaléw sumowalnych z kwadratem, w ktorej iloczyn skalarny jest okreslony
wzorem (2.19).

Definicja 4.1. Proste przeksztatcenie Fouriera (% -przeksztatcenie) sygnatu dys-
kretnego x[nT5] jest zdefiniowane wzorem:

X)) & Zla(nT)) = Y o(nTy)e ™ (4.2)

n=—oo

Funkcje X (e/“Ts) nazywamy .%-transformatq lub widmem sygnatu dyskretnego
x[nTy].

Wzér (4.2) definiuje przeksztalcenie Fouriera sygnatu dyskretnego w sensie
zwyklym. W wyniku tego przeksztalcenia sygnatowi dyskretnemu z[nT}s] o ogra-
niczonej energii zostaje przyporzadkowana funkcja zespolona X (e/~7+) zmienne;
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rzeczywistej w. Z uzasadnionych wzgledéw, w teorii sygnatéw dyskretnych argu-
ment tej funkcji oznacza sie zwyczajowo e/“’5, zamiast naturalnego oznaczenia w.

Funkcje | X (e/“T5)| & A(e)“Ts) nazywamy widmem amplitudowym, a funkcje
arg X (eTs) £ p(e)*Ts) —widmem fazowym sygnatu x[nTy).

4.1.2. Okresowos¢ widma sygnatu dyskretnego

Mozna tatwo sprawdzié, ze funkcja X (e/“7s) jest funkcja okresowa zmien-
nej w o okresie wy; = 2w /Ts. W tym celu wystarczy we wzorze (4.2) uwzglednic
tozsamos¢:

. . 2T . . .
efjn(erws)Ts _ e*J”(w+TS)Ts _ efjans e7]27m _ efanTS )

Wynika stad wazny wniosek: widma sygnatéw dyskretnych sg okresowe. Jezeli
widmo rozpatrujemy jako funkcje pulsacji w, jego okres jest réwny pulsacji prob-
kowania wg, jesli natomiast rozpatrujemy je jako funkcje czestotliwosci f, okres
jest réwny czestotliwosci probkowania fs. Okresowo$¢ widm jest podstawowa
cechg sygnaléw dyskretnych.

Poniewaz funkcja X (e/“7+) jest okresowa, moze byé¢ rozwinieta w zespolo-
ny szereg Fouriera (w tym wypadku w dziedzinie czgstotliwosci, tj. wzgledem
zmiennej w). Z poréwnania wzoréow (4.2) i (2.57) (przy podstawieniu ¢ — w,
wo — Ts, X — x(nTs)) wynika, ze szeregiem tym jest wlasnie suma wyste-
pujaca po prawej stronie wzoru (4.2). Podkreslmy, ze wspdtczynnikami Fouriera
tego szeregu sg probki z(nTy) sygnatu.

4.1.3. Poréwnanie z widmem impulsowego sygnatu
sprobkowanego

Powr6¢my na chwile do wzoru (3.56) opisujacego dystrybucyjng reprezentacje
x5(t) sygnatu analogowego x(t) sprébkowanego z okresem Ts. W punkcie 3.4.3
wykazaliSmy, ze widmo X (w) analogowego sygnatu dystrybucyjnego (3.56) jest
okresowe (por. wzor (3.58)). Nie podali§my natomiast jego jawnej postaci. Poka-
zemy obecnie, ze widmo to mozna wyrazi¢ przez prébki z(nTs) sygnatu x(t).

Widmo X (w), jako funkcja okresowa zmiennej w, moze by¢ rozwiniete w ze-
spolony szereg Fouriera w dziedzinie czestotliwo$ci. Szereg ten mozemy otrzy-
macé, wychodzgc z definicji (3.1) widma sygnalu analogowego i korzystajac przy
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tym ze wzoru (3.56) oraz wlasciwosci filtracji impulsu Diraca (1.16):

[e.¢] o0

X, (w) = / 2a(t) e it = / [ SO w(nT)o(t — nTy)| e di =
= Z x(nTs)/d(t—nTs)e_j‘“t dt = Z z(nTy) e s | (4.3)

Jak widzimy, przyjeta definicja (4.2) widma sygnatu dyskretnego jest w petni
zgodna z postacia widma, ktéra wynika z analogowego opisu sygnatu sprébko-
wanego sygnalem dystrybucyjnym (3.56). Niezaleznie wiec od tego, czy sygnal
sprobkowany bedziemy traktowad jako dystrybucyjny sygnat analogowy (3.56)
(ciag impulséw Diraca) i pozostaniemy w obrebie metod analizy czgstotliwoscio-
wej sygnatéw analogowych, czy tez jako sygnal dyskretny (ciag prébek) i analize
czgstotliwosciowg sygnaléw dyskretnych oprzemy na niezaleznej definicji (4.2),
otrzymane rezultaty bedg identyczne.

4.1.4. Widmo jako funkcja pulsacji unormowanej

Jak juz wspominali§my (por. p. 1.3), w analizie sygnaléw dyskretnych normu-
je sie zaréwno czas, jak i pulsacje. Widmo sygnatu dyskretnego x[n] rozpatruje
si¢ zwyczajowo nie jako funkcje zmiennej w — pulsacji, tak jak we wzorze (4.2),
lecz jako funkcje zmiennej 6 = w75, tj. pulsacji unormowanej wzgledem okresu
prébkowania Ts. Widmo to definiuje si¢ zatem jako funkcje:

[e.9]

X(e) = Z z(n) e, (4.4)

n=—oo

do ktérej jest zbiezny szereg Fouriera okreSlony prawa strong tej réwnosci. Wid-
mo sygnatu dyskretnego wyrazone w funkcji unormowanej pulsacji € jest funkcja
okresowa zmiennej § o okresie 27r. Widmo amplitudowe | X (e?)| £ A(el?) i wid-
mo fazowe arg X (e?) £ ¢(ei?) sa zatem réwniez funkcjami okresowymi o okre-
sie 2m. Wykresy tych widm wystarczy zatem sporzadzaé¢ w przedziale [—m, 7).
Jesli sygnat dyskretny jest rzeczywisty, jego widmo amplitudowe jest funkcja
okresowg parzystg, a widmo fazowe — funkcjg okresowa nieparzystg zmiennej 6.
W takim przypadku wykresy tych widm wystarczy sporzadzaé w przedziale [0, 7].

W dalszym ciggu widmo sygnatu dyskretnego bedziemy definiowaé wzorem
(4.4). Nalezy jednak podkresli¢, ze w zagadnieniach praktycznych jest ono nie-
kiedy rozpatrywane jako funkcja unormowanej czgstotliwosci v = 6/27. Jego
okres jest wowczas réwny 1.

Komentarz. Z formalnego punktu widzenia .% -przeksztalcenie sygnaléw dyskretnych
okreslone wzorem (4.4) mozemy traktowaé jako odwzorowanie przestrzeni Hilberta (2
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ciggéw sumowalnych z kwadratem w dziedzinie czasu w przestrzei L3 ciaglych funkcji
okresowych zmiennej 6 o okresie 2 w dziedzinie czgstotliwosci.

Przyklad 4.1. Wyznaczymy widmo impulsu Kroneckera d[n] (por. rys. 1.29).
Zgodnie ze wzorem (4.4):

X(@) = > e =1.e"=1, (4.5)

n=—oo
a wiec jest to widmo stale w przedziale —m < 6 < 7 (a zarazem na calej osi 0).

Przyklad 4.2. Wyznaczymy widmo dyskretnego impulsu prostokgtnego (por.
rys. 1.30):

1 dla n<|N|
a[n] = (4.6)

0 da n>|N|

Przytoczymy w miare petne obliczenia, sa one bowiem typowe dla analityczne-
go wyznaczania widm sygnaléw dyskretnych. Podstawiajac wartoSci tego sygnatu
do wzoru (4.4), otrzymujemy:

N
X(e) = > e,
n=—N

Korzystajac ze wzoru na sume czeSciowg szeregu geometrycznego:

. i—1 1—g¢q
i=1 q

n

)

gdzie n = 2N + 1, a; = V0 i g = e739, otrzymujemy:

. ] emi2N+1)e
oy _ jNg L —e T
X(e) =M o =
_ ej]\m e—j(2N+1)9/2 ej(2N+l)9/2 _ e—j(2N+l)9/2 B sin(2N + 1)0/2 @7
= o—i0/2 0lf/2 _ o—i0/2 N sinf/2 "~

Poniewaz sygnatl jest rzeczywisty i parzysty, widmo (4.7) jest réwniez rzeczy-
wiste i parzyste. W punkcie § = 0 osigga ono warto$¢ 2N + 1 réwna liczbie
prébek impulsu (mozna jg wyznaczy¢ stosujac regute I’'Hospitala), a w punktach
0 = 2mm/(2N + 1) przyjmuje warto$ci zerowe. Na rys. 4.1 pokazano widmo
impulsu (4.6) wykres§lone w przedziale —37 < 6 < 37 dla N = 6. Ma ono
charakterystyczng strukture listkowg. Wysoko$¢ listka gtéwnego, réwna 2N + 1,
ro$nie proporcjonalnie do liczby prébek, zas jego szeroko$¢ wynosi 47 /(2N +1)
i maleje proporcjonalnie do liczby prébek. Szerokosci listkéw bocznych wynosza
27 /(2N +1), a wartosci bezwzgledne ich ekstreméw maleja w przedziale [—m, 7]
w miar¢ oddalania si¢ od punktu §# = 0 w przyblizeniu jak funkcja 1/|sin(6/2)|.
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X(e19)

) N

p———

wAMAAAAAMIAAAAN AN, o
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-

47/13

Rys. 4.1. Widmo dyskretnego impulsu prostokatnego (4.6) dla N = 6

Przyklad 4.3. W ostatnim przyktadzie wyznaczymy widmo dyskretnego sygnatu
wykladniczego z[n] = a"1[n],|a] < 1 (por. rys. 1.32). Korzystajac ze wzoru na
sume¢ nieskoficzonego szeregu geometrycznego » . ai1q™ = ai/(1 — q), otrzy-
mujemy:

j = n ,—jn - —jo\n 1
X(e‘]e) = ZCL € in® = Z(ae ‘]0) = m (48)
n=0 n=0

W tym przypadku widmo jest zespolone. Widmo amplitudowe i widmo fazowe
$3 opisane wzorami:

: 1
A(?) = =
(") 1 — (acosf —jasin®)
1 1
— = , 4.9a
V(1 —acos0)? + (asinf)2 1+ a2 —2acosd 5
%) = — arctg — 017 4.9b
#(e”) MBI dcosd (4-96)

Wykresy tych widm w przedziale [—m, 7] dla przypadku a = 0,8 pokazano na
rys. 4.2.

4.1.5. Odwrotne przeksztalcenie Fouriera
Wspdlczynnikami zespolonego szeregu Fouriera (4.4) definiujgcego widmo
X (%) sygnatu dyskretnego x[n] sa prébki z(n). Zgodnie z ogélnym wzorem

okreslajacym wspdlczynniki zespolonego szeregu (por. wzér (2.58)), probki te
mozna wyznaczy¢ na podstawie widma X (ei?).
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b
) p(e))

/3

=y

-T T

-n/3

-}z 0 pa

=Y

Rys. 4.2. Widmo amplitudowe (a) i widmo fazowe (b) dyskretnego sygnalu wykladniczego

Definicja 4.2. Odwrotne przeksztatcenie Fouriera dla przypadku sygnatéw dys-
kretnych jest zdefiniowane catkg

z(n) = % /X(eje)ejna do, n=0,%£1,... (4.10)

przyporzadkowujaca funkcji okresowej X (ei?) o okresie 27 sygnat z[n].

Cafka (4.10) umozliwia wyznaczenie sygnatlu dyskretnego na podstawie jego
widma. Okresla ona zatem odwzorowanie z[n] = .# ~[X (el?)], ktérego wynik
x[n] nazywamy odwrotng transformatq Fouriera (& ~-transformatq) dla przy-
padku sygnatéw dyskretnych. Interpretacja calki (4.10) jest analogiczna jak catki
(3.4). Dyskretny sygnal xz[n] o ograniczonej energii moze by¢ traktowany jako
superpozycja nieprzeliczalnej liczby elementarnych dyskretnych zespolonych sy-
gnaléw harmonicznych e, o pulsacjach unormowanych nalezacych do ciagtego
przedziatu 6 € [—m, 7|, ktérych udzial w tworzeniu sygnatu x[n] jest okreslony
gestoscia ich zespolonej amplitudy, tj. widmem X (e/).

4.1.6. Przeksztalcenie Fouriera w sensie granicznym

Sygnaly dyskretne o ograniczonej mocy nie majg widm w sensie defini-
cji (4.4), szereg wystepujacy po prawej stronie rownosci (4.4) jest bowiem dla tych
sygnaléw rozbiezny. Podobnie jak w przypadku sygnaléw analogowych o ograni-
czonej mocy, dla sygnatéw dyskretnych o ograniczonej mocy mozna wprowadzic¢
pojecie widma w sensie granicznym. W tym celu sygnat x[n] o ograniczonej
mocy aproksymuje si¢ ciagiem sygnatléw o ograniczonej energii i konstruuje si¢
odpowiednie przejScie graniczne.

Konstrukcje graniczng mozna przeprowadzi¢ w rézny sposob. Podamy przy-
ktad takiej konstrukcji, umozliwiajacej wyznaczenie widma w sensie granicznym
dyskretnego sygnatu stalego xz[n] =1 dlan =0,+1,...
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Przyklad 4.4. Dyskretny sygnat staly mozna uwazaé za granic¢ ciggu dyskret-
nych impulséw prostokatnych (4.6), gdy N — oo. Widmo dyskretnego impulsu
prostokatnego (4.6) opisuje wzér (4.7). Przeanalizujemy jak zmienia si¢ to wid-
mo, gdy N — oo. Wysokos¢ listka gtéwnego, réwna 2N + 1, ro$nie wéwczas do
nieskoniczonosci, a jego szeroko$¢ 47 /(2N + 1) maleje do zera. Listki boczne
zageszezajg sie, a ich szerokosci 27 /(2N 4 1) réwniez malejg do zera. W efekcie
widmo dazy do ciggu dystrybucji Diraca powtarzanych okresowo co 27. Moz-
na pokazaé, ze catka widma (4.7) w przedziale [—m, 7| jest réwna 27, zatem
W granicy otrzymujemy:

X (&) = Z[1] = 2762, (6). (4.11)

Rezultat ten potwierdzimy, obliczajac widmo dyskretnego sygnalu statego
wprost z definicji (4.4). Podstawiajac warto$ci tego sygnatu do wzoru (4.4), otrzy-
mujemy:

o0 o 1 [ee]

0\ __ —jnf __ —jnf __ - jn6
X(e) = Z x[n]e = Z e —27r<27T Z e >
n=—oo n=—oo n=—oo
Poréwnajmy wyrazenie ujete w nawias w ostatniej réwnosci z wyrazeniem
51, (1) = 1/Tp S0 ekl opisujacym rozwinigcie dystrybucji grzebieniowej
91, (t) o okresie Ty w zespolony szereg Fouriera w dziedzinie czasu (por. wzor
(3.55)). Z poréwnania wynika, ze wyrazenie w nawiasie jest rozwinigciem w ze-
spolony szereg Fouriera w dziedzinie cz¢stotliwosci (wzgledem zmiennej 0) dys-
trybucji grzebieniowej do-(0) o okresie 2m:

dor(0) = S S (4.12)

Stad wynika juz stuszno$§é wzoru (4.11). Para transformat 1 < 2mda,(0) jest
przedstawiona na rys. 4.3.

NHEHLH v 2% % 0 = 2 g

Rys. 4.3. Dyskretny sygnat staly (a) i jego widmo (b)

Innym sposobem wyznaczania widm w sensie granicznym dyskretnych sygna-
16w o ograniczonej mocy jest ich aproksymacja ciggami typu r~"z[n| (w przy-
padku sygnaléw okre§lonych dla n = 0,1,...) lub r“"‘x[n] (w przypadku sy-
gnaléw okreSlonych dla n = 0,+1,...), gdzie parametr » > 1 jest tak dobra-
ny, aby elementy tych ciggéw byly sygnalami o ograniczonej energii, tzn. byly
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Z -transformowalne w sensie definicji (4.4). Jezeli ciag zwyktych widm tych sy-
gnatéw oznaczymy X, (i), to za definicje widma sygnatu x[n] w sensie gra-
nicznym mozemy przyjaé granice prawostronng X (e/) = lim,_,;, X, (el?). Na-
szkicowany sposOb postgpowania nosi nazwe¢ metody mnoznikéw potegowych lub
metody Abela ([1], p. 2.3.2-A).

Przeprowadzenie odpowiedniego przej$cia granicznego w przypadku sygna-
16w dyskretnych o ograniczonej mocy napotyka czg¢sto powazne trudnosci anali-
tyczne. Z tego wzgledu nie bedziemy dalej dokfadnie omawia¢ tego zagadnienia.
Ma ono zreszta ograniczone znaczenie dla zagadnieri praktycznych, gdyz w rze-
czywistosci sygnal mozemy obserwowac w skoficzonym przedziale czasu i pobraé
w tym przedziale jedynie skoiiczong liczbe prébek. Wyjatkiem jest wazna pod-
klasa okresowych sygnatéw dyskretnych. Widmo sygnatu okresowego moze by¢
definiowane w sensie granicznym i traktowane jako wielko$¢ dystrybucyjna, jed-
nak zwykle jest ono definiowane w sposéb odmienny. Przypadek okresowych
sygnaléw dyskretnych oméwimy dokfadnie w punkcie 4.3.

4.2. Twierdzenia

Podamy obecnie najwazniejsze twierdzenia dotyczace przeksztalcenia Fourie-
ra sygnaléw dyskretnych. Sg one odpowiednikami twierdzefi oméwionych w p. 3.3
dla przypadku sygnatéw analogowych. Przyjmiemy zatozenie, ze x[n] < X (el?)
oraz y[n| < Y (el?) sa parami transformat Fouriera, przy czym sygnaly x[n] i y[n]
sa w ogblnym przypadku zespolone.

Twierdzenie 4.1 (o liniowosci)

az[n] + by[n] — aX () +bY (). (4.13)
Wiasciwos¢ liniowosci wynika bezposSrednio z definicji (4.4).

Twierdzenie 4.2 (o przesunieciu w dziedzinie czasu)

z[n — no) — X ()70 (4.14)

W wyniku opdzZnienia (ng > 0) lub przyspieszenia sygnatu (ng < 0) widmo
amplitudowe nie ulega zmianie, a widmo fazowe zmienia si¢ o skiadnik —6ny.

Przyklad 4.5. Twierdzenie o przesuni¢ciu w dziedzinie czasu zilustrujemy na
przyktadzie impulsu prostokatnego:

1 dla n=0,...,L—1,
x[n] = . (4.15)
0 dla n<0 1 n>L.
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Impuls ten mozna otrzymac z impulsu (4.6), przesuwajac go o ng = N prébek
w prawo i przyjmujac oznaczenie 2N +1 = L. Widmo impulsu (4.6) zostalo wy-
znaczone w przyktadzie 4.2 i jest opisane wzorem (4.7). Korzystajac z twierdzenia
o przesunieciu w dziedzinie czasu i podstawiajac we wzorze (4.7) N = (L—1)/2,
otrzymujemy:

9/2 sin(L6/2)

0y _ o—i(L-1)
X)) =e Sn(0/2) (4.16)
Na rys. 4.4 jest przedstawione widmo amplitudowe impulsu (4.15):
~ ~ in(L0/2)
A = |X (&%) = |SREO2)| 4.1
(@) = X&) = "5 @17)

Wykres zostal sporzadzony w przedziale —m < 6 < 7 dla przypadku L = 8.

A4@El?)

- 0 T

¥

Rys. 4.4. Widmo amplitudowe impulsu prostokatnego (4.15) dla L = 8

Twierdzenie 4.3 (o przesunieciu w dziedzinie czestotliwosci— o modulacji)

zn] "% o X (000)), (4.18a)

x[n] cosnby % {X(ej(e_‘go)) + X(ei(0+90))} , (4.18b)

#[n] sinnfy < 2i [X(ei“)*@o)) - X(ei(”%))} . (4.18¢)
]

Interpretacja wszystkich trzech wersji tego twierdzenia jest identyczna jak
w przypadku sygnaléw analogowych.

Twierdzenie 4.4 (o splocie w dziedzinie czasu)

[e.9]

ln] = yln] £ Y w(n —iy(i) < X ()Y (e?). (4.19)

1=—00
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Widmo splotu dwéch sygnatéw dyskretnych jest iloczynem ich widm.
W twierdzeniu tym splot jest rozumiany jako splot dyskretny liniowy ([2]. p. 5.9
i 5.10).

Twierdzenie 4.5 (o splocie w dziedzinie czestotliwosci)
1 ™
elnlyln] < 5 / X (e0-YY (1) d. 4.20)
T

Widmo iloczynu dwéch sygnatéw dyskretnych jest splotem ich widm. W wy-
niku operacji splotu dwéch funkcji okresowych o jednakowym okresie otrzymu-
jemy funkcje okresowg o tym samym okresie.

Twierdzenie 4.6 (uogolnione twierdzenie Rayleigha)

> z(n)y(n) = 217T/X(ej9)y*(ej*")d0. (4.21)

n=—oo

Twierdzenie to orzeka réwnos$¢ (z doktadnoscia do wspétczynnika 27) ilo-
czynéw skalarnych w przestrzeniach /2 i L3_ (por. komentarz w p. 4.1.4).

Twierdzenie 4.7 (twierdzenie Parsevala—o energii)

S Ja(n)? = 217r/\X(ej€)|2d9. 422)

n=—oo

Twierdzenie Parsevala dla sygnaléw dyskretnych wynika z twierdzenia Rayle-
igha (4.21) przy podstawieniu y[n] = x[n]. Zgodnie z tym twierdzeniem energie
sygnatu dyskretnego mozemy oblicza¢ w dziedzinie czg¢stotliwosci jako catke za
okres z kwadratu widma amplitudowego sygnatu podzielong przez 27. Funkcje
|X ()2 & A2(el?) nazywamy widmem energii sygnalu dyskretnego. Widmo
energii sygnalu x[n] bedziemy takze oznaczaé ®,(el?) (por. p. 5.5.2).

4.3. Dyskretny szereg Fouriera. Widmo
dyskretnego sygnatu okresowego

4.3.1. Sygnaly IN-okresowe

Jak podkredliliSmy w p. 1.3.3, prébkowanie okresowego sygnatu analogowe-
go nie zawsze daje w wyniku okresowy sygnal dyskretny. Zat6zmy jednak, ze
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okresowy sygnal analogowy z(t) o okresie T jest prébkowany dokladnie N ra-
zy w kazdym okresie sygnatu x(¢) w chwilach ¢, = nTs = nTy/N. W takim
przypadku sygnat sprobkowany jest sygnalem okresowym spetniajgcym warunek
Z[nTs] = Z[(n+ N)Ts]. Wprowadzajac czas unormowany wzgledem okresu préb-
kowania Ty, otrzymujemy dyskretny sygnat okresowy Z[n] = Z[n + N], ktérego
probki z(n), n = 0,..., N — 1, pobrane w przedziale [0, 7], powtarzaja si¢ co
N prébek. Sygnaly takie nazywamy sygnatami (ciggami) N-okresowymi.

W celu podkreslenia cechy okresowoSci i wyrdznienia sygnatéw N-okre-
sowych, bedziemy je oznaczaé kreskg u gory. Sygnaly IV-okresowe sa oczywiscie
sygnalami o ograniczonej mocy, tzn. (por. wzér (1.27)):

1 N-1
v D [z(n)]? < oo
n=0

4.3.2. Dyskretny szereg Fouriera sygnalu /N-okresowego

Zatézmy, ze okresowy sygnal analogowy x(t) o okresie Ty, reprezentowany
swoim zespolonym szeregiem Fouriera:

00 . om
z(t)= > Xpd'ho", (4.23)

k=—o00

jest prébkowany w chwilach ¢, = nTs = nTy/N. W chwilach tych spetniona jest
réwnosc: -

.. 2m nTy
z(nTy) = Z X, TN

k=—0oc0

W wyniku prébkowania sygnatu x(t) powstaje zatem N-okresowy sygnat Z[n]
0 postaci:

T(n)= Y Xpemm/N, (4.24)

k=—0o0

Wyrazenie (4.24) stanowi reprezentacje sygnalu Z[n] w postaci nie-
skoriczonej sumy dyskretnych zespolonych sygnaléw harmonicznych e/27&n/N|
k =0,%1,..., wazonych wspdiczynnikami Xj. Rozpatrzymy t¢ sume doktad-
niej. Dla wygody rozwazani wprowadzimy wielko$¢ pomocniczg

W = ef27/N (4.25)

rowng pierwiastkowi N-tego stopnia z jednoSci. Wielko§¢ W jest liczba zespo-
lona, ktérej modut jest jednostkowy, a argument réwny 27 /N. Jej N-ta potega
jest réwna jednosci: W = (e27/N)N = o7 — 1. Wielko$¢ ta odgrywa w teorii
sygnatéw dyskretnych bardzo wazna rolg. Jej znaczenie wynika z faktu, ze w wy-
niku prébkowania N razy w okresie w chwilach nTs zespolonego analogowego
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sygnalu harmonicznego e’ otrzymujemy prébki bedace kolejnymi potegami
liczby W. Istotnie

ejwonTS _ ej27rnT5/To _ (ej27r/N)n _ Wn7 n=0,...,N—1.

Za pomoca wielkoSci W zespolone sygnaly harmoniczne wystepujace we
wzorze (4.24) mozna zapisa¢ w skréconej postaci:

eI2mhn/N — (i2m/Ny(kn) — yyrhkn. (4.26)

Zbadamy wilasciwosci tych sygnatéw. Zauwazmy przede wszystkim, ze sg one
N-okresowe:

WhOAN) _ yrknyrkN _ yyrkn gizek _ pprkn (4.27)

Wykazemy ponadto, ze dla £k = 0,...,N — 1 sygnaly (4.26) tworza
uktad ortonormalny w przestrzeni Hilberta zespolonych N-okresowych ciggéw
liczbowych. W tym celu obliczymy ich iloczyny skalarne w tej przestrzeni
(m,k=0,...,N—1):

N— l

Dla m = k mamy W*—m" — W0 — 1. Suma we wzorze (4.28) jest wiec w tym
przypadku réwna N, a iloczyn skalarny réwny 1. Dla m # k korzystamy ze
WZOru na sume czgSciowa szeregu geometrycznego:

N TN 11— W)

Poniewaz dla dowolnych k,m, (m # k), mamy Wk—mN — (fyNyk-m) — 1
i jednoczesnie W (=) =£ 1, zatem ostatecznie otrzymujemy:

Z\H

N—
0 dl k
Z (Whmy (mnys = a m#Ek, (4.29)
— 1 dla m=k,
co koniczy dowdd ortonormalnosci sygnatéw W,
Wprowadzajac oznaczenie (4.25) do wzoru (4.24), mozemy przepisaé go
W zwartej postaci:

> X (4.30)
k=—o00

7 whasciwosci N-okresowosci sygnaléw W™ wynika, ze co kazdy N-ty wspél-
czynnik X, w sumie (4.30) jest mnozony przez ten sam sygnal W*", tzn. wspét-
czynniki o indeksach iN, i = 0,41, ..., bedag mnozone przez sygnat W°, wspét-
czynniki o indeksach 1 + ¢N beda mnozone przez sygnat W", wspdlczynniki
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o indeksach 2+ iN beda mnozone przez sygnat W?2" itd., az do wspétczynnikéw
o indeksach (N — 1) + iN, ktére beda mnozone przez sygnal W(HN-Dn Sy
me¢ we wzorze (4.30) mozna zatem rozbi¢ na N sum odpowiadajacym kolejnym
warto$ciom wskaznika k =0,... N — 1:

T(n) = ( i XiN>W0+ ( i X1+iN)Wn+...+

1=—00 1=—00

oo oo
+ ( > Xk+iN> W ( > XN_HZ-N) W=D (431)

1=—00 1=—00

Zdefiniujemy teraz nowe wspétczynniki (nazywane niekiedy w literaturze wspot-
czynnikami natozonymi wzgledem wspdiczynnikéow Xj):

X(k)EN Z XitiN, k=0,...,N—1. (4.32)

Wzér (4.30) mozemy wéwczas zapisaC w postaci:

1 N—-1
3(n) = & X (k)ywkn, (4.33)
k=0

Definicja 4.3. Wyrazenie (4.33) nazywamy dyskretnym szeregiem Fouriera
N-okresowego sygnalu Z[n]. Wprowadzajac ponownie jawng postaé¢ wielkosci
W, szereg ten mozemy zapisa¢ w postaci:

z(n) = 1 Nzl X (k) ef2mkn/N (4.34)
=5 . .
k=0

Dyskretny szereg Fouriera (4.34) mozemy rozpatrywaé jako reprezenta-
cje N-okresowego sygnalu Z[n] w przestrzeni Hilberta N-okresowych sygna-
16w, wyznaczong wzgledem ortonormalnej skoriczonej N -elementowej bazy
{el2mhn/N . | — (,...,N — 1} dyskretnych sygnatéw harmonicznych o pulsa-
cjach unormowanych 60y, = 27k/N. Wspélczynnikami tej reprezentacji (amplitu-
dami zespolonymi sygnaléw bazowych) sg liczby zespolone X (k)/N.

4.3.3. Widmo sygnatu IV -okresowego

Pojecie widma dyskretnego sygnatu /N-okresowego jest oparte na jego roz-
winigciu w dyskretny szereg Fouriera. Widmem sygnalu Z[n] nazywamy zbidr
{X(k): k=0,...,N — 1} wspélczynnikow jego rozwiniecia w szereg (4.34).
Widmem amplitudowym nazywamy zbiér {| X (k)| £ A(k)} moduléw tych wsp6t-
czynnikéw, za$ widmem fazowym — zbiér {arg X (k) = p(k)} ich argumentéw.
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W przeciwienistwie do widm nieokresowych sygnatéw dyskretnych, ktére sg
funkcjami ciggltymi pulsacji unormowanej #, widma sygnatéw N-okresowych sg
funkcjami dyskretnymi. Mozna je rozpatrywaé jako funkcje zmiennej dyskretnej
0 = 2wk /N lub zmiennej catkowitej k.

4.3.4. Wlasciwosci widma

Z okreSlenia wspélczynnikéw X (k) (wzér (4.32)) wynika, ze sg one N-
okresowe, tzn. X (k) = X(k + N). Tak wigc, zaréwno probki Z(n) sygnatu,
jak i warto$ci jego widma X (k) tworzg ciagi N-okresowe: Z[n] = Z[n + N]|
i odpowiednio X [k] = X[k + NJ.

Ze wzoru (4.32) wynika takze, ze wlasciwosci wspélczynnikéw X, szeregu
(4.23) przenosza si¢ na wlasciwo$ci wspéfczynnikéw X (k) szeregu (4.34). Po-
niewaz dla sygnatéw rzeczywistych X}, = X*,, zatem dla tej klasy sygnaléw
wspolczynniki X (k) spelniaja réwnosé:

X (k)= X"(-k), (4.35)
z ktérej wynika, ze
A(k) = A(=k),  o(k) = —p(=k). (4.36)

Widmo amplitudowe rzeczywistego sygnatu IV-okresowego jest wigc funkcjg pa-
rzysta, a widmo fazowe — funkcja nieparzysta zmiennej k.

Rozpatrzymy jeszcze wartosci X (k) widma w jednym jego okresie obejmu-
jacym punkty k = 0,..., N — 1 przy zalozeniu, ze N-okresowy sygnatl Z[n] jest
rzeczywisty, a liczba N jest parzysta (w praktyce liczbe te wybiera si¢ z reguly
jako liczbe parzysta). W takim przypadku wartosci X (k) o indeksach polozonych
symetrycznie wzgledem N/2 sa parami sprz¢zone:

X(k) = X*(N = k). (4.37)

Wiasciwos¢é ta wynika natychmiast z N-okresowosci widma X [k] i wlasciwosci
(4.35). Mamy bowiem X*(N — k) = X*(N —k— N) = X*(—k) = X (k). Do-
chodzimy zatem do wniosku, ze jesli sygnat N-okresowy jest rzeczywisty i liczba
jego prébek jest parzysta, to jego widmo jest w pelni okreslone N/2 + 1 licz-
bami: dwiema liczbami rzeczywistymi X (0) i X(N/2) oraz N/2 — 1 liczbami
zespolonymi X (1),..., X (N/2 —1).

Znajac wartoSci widma sygnalu N-okresowego dla £k = 0,...,N — 1
(a w przypadku sygnaléow rzeczywistych i parzystej liczby N —dla k =
0,...,N/2), mozemy, zgodnie ze wzorem (4.34), wyznaczy¢ prébki tego sy-
gnalu. Dyskusj¢ problemu odwrotnego, tj. sposobu wyznaczania widma sygnatu
N-okresowego na podstawie jego probek odtozymy do p. 4.4.7, jest on bowiem
SciSle zwiazany z kolejnym waznym pojeciem teorii sygnatéw dyskretnych, a mia-
nowicie dyskretnym przeksztalceniem Fouriera.
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4.3.5. Dystrybucyjna reprezentacja widma sygnatu
okresowego

Jak wspomnieliSmy w p. 4.1.6, widma dyskretnych sygnatéw okresowych mo-
g3 by¢, podobnie jak w przypadku analogowych sygnatéw okresowych, okreslone
w sensie granicznym jako wielkoSci dystrybucyjne (w tym wypadku zmiennej
ciaglej 0). Na przyklad, korzystajac z pary (4.11) oraz twierdzenia o modu-
lacji (4.18b), mozemy przedstawi¢ widmo dyskretnego sygnatu harmonicznego
Xo cosnby w postaci:

X () = .Z[Xo cosnbp] = 7 Xo[02r (6 — 0) + G2 (6 + 60)]. (4.38)

W teorii sygnatéw dyskretnych widma sygnaléw okresowych nie sg zwykle
rozpatrywane jako wielkosci dystrybucyjne, a ich definicj¢ opiera si¢ na roz-
wini¢ciu sygnatu okresowego w dyskretny szereg Fouriera. Niekiedy jednak ze
wzgledéw analitycznych wygodniej jest postuzy¢ si¢ ich opisem dystrybucyjnym.

4.4. Dyskretne przeksztalcenie Fouriera
(DPF)

4.4.1. Zagadnienie numerycznego obliczania widma
sygnatu

W poprzednich punktach scharakteryzowaliSmy podstawowe narzgdzia teore-
tyczne analizy czestotliwoSciowej sygnatéw dyskretnych. Opierajac si¢ na wpro-
wadzonych pojeciach i korzystajgc z odpowiednich twierdzeri i wtasciwosci, moze-
my wyznaczaé¢ widma sygnatéw dyskretnych metodami analitycznymi. Stosowanie
metod analitycznych wymaga jednak znajomosci jawnej postaci formuly matema-
tycznej opisujacej sygnal. Nawet jesli formuta ta jest znana, jak np. w przypad-
ku oméwionych wczedniej prostych sygnaléw: dyskretnego impulsu prostokatne-
go (przyktad 4.2), czy dyskretnego sygnatu wyktadniczego (przyktad 4.3), wy-
znaczenie ich widm jest ucigzliwe i zwigzane ze stosunkowo skomplikowanymi
obliczeniami. W przypadku bardziej ztozonych sygnatéw uzyskanie doktadnych
postaci analitycznych widma jest z reguly niemozliwe. W zastosowaniach prak-
tycznych spotykamy si¢ obecnie z sygnatami na tyle zlozonymi, ze nie mozna
ich opisa¢ zamknietymi formutami zaréwno w dziedzinie czasu, jak i dziedzinie
czestotliwosci. Z tego wzgledu wspdtczesna analiza czgstotliwo$ciowa sygnatéw
dyskretnych jest dokonywana gtéwnie metodami numerycznymi z wykorzystaniem
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komputeréw i specjalizowanych uktadéw mikroprocesorowych (tzw. procesoréw
sygnatowych).

Spéjrzmy na zagadnienie analizy widmowej sygnatu oczami badacza-praktyka
1 rozpatrzmy typowa sytuacje jaka wystepuje w praktycznych zagadnieniach prze-
twarzania sygnatéw. Zatézmy, ze obserwujemy analogowy sygnat x(t), np. sygnat
otrzymany na wyjsciu czujnika pomiarowego, sygnat fizjologiczny cztowieka, czy
tez sygnal odebrany przez anteng¢ stacji radiolokacyjnej. Sygnat ten mozemy ob-
serwowaé jedynie w pewnym przedziale czasu [0, 7], zwanym przedziatem ob-
serwacji. Moze by¢ on krétszy lub dluzszy, ale zawsze jest skoriczony. Poza tym
przedziatem informacja o sygnale jest niedostepna. W celu przeprowadzenia ana-
lizy widmowej obserwowanego sygnatu prébkujemy go ze stalym przedzialem
prébkowania Ts w chwilach tg =0, t; = Ty, ..., ty—1 = (N — 1)T, pobierajac
w przedziale obserwacji [0, 7] skoriczong liczbe N = T'/T, prébek. Wprowa-
dzajac czas bezwymiarowy n, unormowany wzgledem okresu probkowania, two-
rzymy sygnal dyskretny z[n] o skoficzonym czasie trwania N. Postepujac w ten
sposéb, przyjmujemy milczace zalozenie, ze wartosci probek poza przedzialem
[0, N —1] sa réwne zeru. Prébki (liczby) z(n), n =0,..., N —1 stanowig jedyna
informacje, na podstawie ktérej powinniSmy przeprowadzi¢ analize wlasciwosci
widmowych sygnatu analogowego x(¢) metodami komputerowymi.

Komputerowe metody analizy widmowej sygnaléw opierajg si¢ na koncepcji
dyskretnego przeksztatcenia Fouriera. Pojecie to odgrywa kluczowa role w teo-
rii sygnaléw dyskretnych. Stanowi ono nie tylko punkt wyjscia do opracowania
odpowiednich numerycznych metod wyznaczania widm, ale jest rowniez silnym
narzedziem teoretycznym wykorzystywanym w zagadnieniach analizy, syntezy
i przetwarzania sygnaléw dyskretnych.

Dyskusje dyskretnego przeksztatcenia Fouriera przeprowadzimy najpierw dla
przypadku dyskretnych sygnatéw impulsowych o skoficzonym czasie trwania N.
Nastepnie rozpatrzymy przypadek sygnaléw N-okresowych i pokazemy zwigzek
miedzy dyskretnym przeksztatceniem Fouriera a dyskretnym szeregiem Fouriera
sygnalu N-okresowego. Na konicu oméwimy przypadek sygnatéw nieokresowych
o nieskoficzonym czasie trwania. Taki podzial rozwazan jest uwarunkowany spe-
cyfika kazdego z tych trzech przypadkéw.

4.4.2. Proste dyskretne przeksztalcenie Fouriera sygnatu
impulsowego

Zalézmy, ze dyskretny sygnat z[n| o skoficzonym czasie trwania N jest okre-

§lony swoimi prébkami z(n), n = 0,1,..., N — 1. Zgodnie ze wzorem ogélnym
(4.4), jego widmo jest opisane wzorem:

N-1
X () =Y a(n)e (4.39)
0

n=
11
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i jest funkcja okresowg o okresie 27 ciaglej zmiennej 6.

Metody numeryczne obliczania widma (4.39) polegajg na wyznaczeniu jego
wartosci X (el%) w skoriczonej liczbie réwnoodleglych punktéw 6, € [—, 7).
Liczba tych punktéw moze by¢ rézna, ale sensownie jest wybrac ja w taki sposob,
aby na podstawie zbioru wartosci widma {X (e*)} mozna bylto jednoznacznie
odtworzy¢ sygnat, tzn. obliczy¢ jego prébki (n) w chwilachn = 0,1,..., N—1.
OtrzymalibySmy wowczas wzajemnie jednoznaczny zwigzek miedzy sygnalem
a dyskretng reprezentacjg jego widma. Najmniejsza niezbg¢dna w tym celu liczno$¢
zbioru {X (e%)} jest réwna liczbie N prébek sygnatu. Otrzymujemy wtedy bo-
wiem uktad N réwnan z N niewiadomymi. Wynika stad, ze wartosci X (ei%) wid-
ma X (i) powinnismy oblicza¢ w punktach 6y = 27k/N, k =0,1,...,N — 1,
odlegtych od siebie 0 A = 27 /N. Przeprowadzone rozumowanie prowadzi bez-
posrednio do pojecia dyskretnego przeksztalcenia Fouriera.

Definicja 4.4. Dyskretnym przeksztatceniem Fouriera (DPF) sygnatu impulsowe-

go x[n] okreslonego w chwilach n = 0,1,..., N — 1 nazywamy odwzorowanie
N-1

X(ej27rk/N) _ Z m(n) e—J27rk'n/N (4.40)
n=0

przyporzadkowujace temu sygnatowi funkcje okresowg X [ej%k/ N1 zmiennej k
o okresie N. Funkcje t¢ bedziemy oznacza¢ w skrécie X [k] = Zplz(n)] i na-
zywal dyskretng transformatq Fouriera (DTF) lub widmem dyskretnym sygnalu
x[n]. Funkcje A[k] £ | X[k]| bedziemy nazywaé dyskretnym widmem amplitudo-
wym, a funkcje ¢[k] £ arg X [k] — dyskretnym widmem fazowym sygnatu x[n).

Przez analogi¢ do prébek sygnatu, wartosci X (k) dyskretnej transformaty Fo-
uriera X [k] nazywamy probkami widma. Dla podkreslenia faktu, ze DTF (4.40)
jest wyznaczona na podstawie [N prébek sygnatu, nazywamy ja N-punktowg DTF,
a liczbe N —jej wymiarem.

Poniewaz z definicji X (k) = X (e/%)|g—ori /N> zatem okresowos$¢ DTF jest
konsekwencja okresowosci widma (4.39). Tak wiec, w wyniku dyskretnego
przeksztalcenia Fouriera N prébkom z(n) sygnatu zostaje przyporzadkowanych
N okresowo powtarzanych probek X (k) jego widma. DTF (4.40) mozemy za-
tem traktowaé jako N-okresowy ciag liczbowy X[k] = X[k + N| w dziedzinie
czestotliwosci.

Wprowadzajac wielko$¢ W okreslong wzorem (4.25), wzér definicyjny (4.40)
mozemy zapisa W prostszej postaci:

N—
X(k)=>_ a(mw (4.41)

n=0

[y
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Przyklad 4.6. Wyznaczymy DTF dyskretnego impulsu prostokatnego (4.15).
Podstawiajac warto$ci tego impulsu do wzoru (4.41), otrzymujemy:

i 27
N L-lypr—kn _ 1=W—kL e IT KL
X(k) _anow - 1-W-k — _j2my T
4 | | 1—e7IZ (4.42)
— e ok _eimh _ jrk(L—1)/L _sin(rk)
= o ink/L gink/L _ g—jnk/L sin(mwk/L) "

Obliczenia sg tu podobne jak w przykladzie 4.5. PrzeprowadziliSmy je opiera-
jac si¢ na definicji (4.41), cho¢ DTF impulsu (4.15) mogliSmy w tym przypadku
wyznaczy¢ bezpoSrednio na podstawie wzoru (4.16) opisujacego jego widmo cig-
gle X (). Wystarczytoby w tym celu obliczyé wartosci tego widma w punktach
0 = 2wk /L. PodkreS§lmy, ze w rozpatrywanym przypadku okres DTF (4.42) jest
réwny L.

Na rys. 4.5 wykre§lono modut DTF | X (k)
A(k) impulsu (4.15):

, tj. dyskretne widmo amplitudowe

A(k) = (4.43)

sin(rk) ‘ |
sin(rk/L)

Wykres sporzadzono dla przypadku L = 8 w przedziale (—L/2, L/2] obejmuja-
cym jedynie centralny okres widma A[k] o dlugosci L = 8. Okres ten odpowiada
przedzialowi [—m, 7] na skali ciaglej zmiennej 6. Na tym samym rysunku za-
mieszczono wykres cigglego widma amplitudowego A(e?) dla tej samej warto-
§ci L = 8 (por. rys. 4.4). Prébki A(k) sa oczywiscie potozone na krzywej A(el?),
gdyz X(k) = X(e9)|g—omk /1~ Widzimy jednak, ze tylko probka centralna dla
k = 0 jest r6zna od zera (i réwna L = 8). Pozostale probki wypadajag w punktach
zerowych widma A(el?). Mozna zatem uznaé, ze DTF X [k| niezbyt dokfadnie
oddaje w tym przypadku charakter widma ciaglego X (e/?). Stanowi to pewna
wade DTF zwigzang z jej skoriczong rozdzielczoscia.

A 4(k)

3 -2 -10 1 2 3 4
-;r 071'74 n

%V»

Rys. 4.5. Dyskretne widmo amplitudowe impulsu prostokatnego (4.15) dla L = 8
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4.4.3. Odwrotne dyskretne przeksztalcenie Fouriera
sygnatu impulsowego

Rozpatrzymy teraz problem odwrotny, tzn. wyznaczymy impulsowy sygnat

x[n] okreslony w chwilach n =0,..., N — 1 na podstawie jego N -punktowe;j
DTF X |[k]. Inaczej méwiac, na podstawie probek X (k) widma, kK =0,..., N —1,
wyznaczymy probki z(n), sygnalu n = 0,..., N — 1, . W tym celu zmienimy

wskaznik sumowania we wzorze (4.41) z n na ¢, a nast¢pnie pomnozymy obie
strony réwnosci (4.41) przez W*" kolejno dla k = 0,..., N — 1. Otrzymamy N
réwnosci:

N-1

X(kyWkr =" a(@Ww MW, k=0,...,N-L

i=0

Z kolei zsumujemy te réwnosci wzglf;dem k:
N—

—_

—-1N-1

X(k)Wk:n Z Z kiWkn_
k=0 k=0 i=0
Biorac pod uwage ortonormalnos¢ funkcji W= dlai =0,..., N — 1 (kt6ra do-
wodzi si¢ analogicznie jak w p. 4.3.2 dla przypadku sygnaléw (4.26) — por. wzor
(4.29)), widzimy, ze dla kazdego k w sumie wewnetrznej po prawej stronie ostat-
niej réwnosci tylko jeden skfadnik dla ¢ = n jest rézny od zera i réwny probce
x(n). Poniewaz sktadnikéw tych jest doktadnie N, otrzymujemy:

ZX E)WH = Na(n),

skad wynika ostateczne rozwigzanie postaw10nego problemu:
1 Nl
=5 2 X(whn = Z X (k) ei2rhn/N. (4.44)

Definicja 4.5. Odwrotnym dyskretnym przeksztaicemem Fouriera (ODPF) nazy-
wamy odwzorowanie okreslone wzorem (4.44), przyporzadkowujace widmu dys-
kretnemu X [k], k =0,..., N —1, sygnat z[n], n =0, ..., N — 1. Odwzorowanie
to bedziemy oznaczaé z[n] = F,'{X|[k]}, a sygnat z[n]—nazywaé odwrotng
dyskretng transformatq Fouriera (ODTF) lub krétko .7 El-transformatq.

Wzory (4.41) i (4.44) okreslaja zatem pare dyskretnych transformat Fouriera:

N-1
X(k) =Y am)W ™, k=0, N-1, (4.45)
n=0
1 N-1
— kn _
x(n)—N;OX(k)W . n=0,....N—1. (4.46)

Pare t¢ bedziemy oznaczaé symbolicznie x[n] < X[k].
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4.4.4. Interpretacja .7 !_transformaty

W punkcie 4.1.5 .% ~!-transformate okre§lona wzorem (4.10) interpretowali-
$my jako reprezentacje dyskretnego sygnatu x[n] w postaci nieskoniczonej sumy
elementarnych zespolonych dyskretnych sygnaléw harmonicznych e? o pulsa-
cjach nalezacych do ciaglego przedziatu [—m, 7], ktérych gestosé amplitudy ze-
spolonej jest okreslona widmem ciagtym X (eje) podzielonym przez 27w. W podob-
ny sposéb mozemy interpretowaé .% !_transformate okreslong wzorem (4.46).
Zgodnie z tym wzorem, dyskretny sygnal impulsowy z[n], okreslony w chwi-
lach n = 0,..., N — 1, moze by¢ zdekomponowany na N zespolonych dys-
kretnych sygnaléw (sktadowych) harmonicznych Wk = el2mhn/N pulsacjach
0y = 27k/N, k =0,...,N — 1, i amplitudach zespolonych réwnych X (k)/N,
gdzie X (k) s warto$ciami widma dyskretnego X [k] okreslonego wzorem (4.45).
Wyrazenie (4.46) mozna zatem uwazaé za rozwinigcie sygnatu x[n] w skoriczony
dyskretny zespolony szereg Fouriera wzgledem /NV-elementowej ortonormalnej ba-
zy {Wkr .k =0,..., N — 1}, ktérego wspétczynnikami sg prébki widma X (k)
podzielone przez N.

4.4.5. Okresowos¢ .7 " -transformaty

Przeanalizujmy poszczegdlne sktadowe harmoniczne szeregu (4.44). Dla k =
0 otrzymujemy sktadowg stata X (0)/N. Dla k = 1 otrzymujemy pierwszg skla-
dowa harmoniczng [X (1) €2™/N]/N o pulsacji #; = 27 /N. Jest to sygnat N-
okresowy. Kolejne sktadowe harmoniczne sa réwniez okresowe o okresach N/k,
bedacych podwielokrotno$ciami okresu /N. Suma tych skfadowych jest zatem sy-
gnalem IN-okresowym, co dowodzi, ze .7 |, L_transformata (4.46) jest N-okresowa.
Wiasciwos¢ N-okresowosci .7 L_transformaty mozna takze wykazaé bezposred-
nio, podstawiajgc we wzorze (4.46) n+ N w miejsce n. Wynika stad wazny wnio-
sek: wyrazenie (4.46) opisuje rozwiniecie w zespolony szereg Fouriera wzgledem
N-elementowej ortonormalnej bazy {W*" : k =0,..., N —1} zaréwno dyskret-
nego sygnalu impulsowego x[n] okreslonego w chwilach n = 0,..., N — 1, jak
i jego przedluzenia okresowego z okresem [V:

Z[n] = i z[n + iN] (4.47)

i=—00

utworzonego w wyniku nieskoriczonego zsumowania sygnatéw x[n| poprzesuwa-
nych o kolejne wielokrotnos$ci liczby N. Wzér (4.45) definiuje zatem z jednej
strony DTF impulsowego sygnatu dyskretnego x[n] okreslonego w skoriczonym
przedziale n =0, ..., N — 1, z drugiej za$ strony DTF jego /N-okresowego prze-
dtuzenia z[n]. Z uwagi na N-okresowo$¢ .% p-transformaty (4.45), jest ona w obu
przypadkach jednoznacznie okre§lona skoficzonym zbiorem N liczb zespolonych
X(k),k=0,...,N —1.
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Komentarz. Sytuacja jest tu analogiczna do rozwini¢cia nieokresowego impulsowego
sygnatu analogowego okreSlonego w skoriczonym przedziale [0,7] w zespolony szereg
Fouriera (2.57), ktéry jest zarazem zespolonym szeregiem Fouriera okresowego przediu-
Zenia tego sygnatu z okresem 71" (por. [3], przyktad 13 w p. 3.2.7, a takze [4], p. 5.1.1-
A, B).

4.4.6. Para dyskretnych transformat Fouriera sygnatu
N -okresowego

Rozwazmy sygnal N-okresowy Z[n] okreslony w jednym okresie prébkami
z(n),n=0,..., N —1. Z dyskusji przeprowadzonej w p. 4.4.5 wynika, ze wzo-
ry (4.45), (4.46) mozna przyjaé za definicje prostego i odpowiednio odwrotnego
dyskretnego przeksztatcenia Fouriera tego sygnatu:

N-1
X(k) =Y z(n)w*, k=0,...,N—1, (4.48)
n=0
1 N-1
#(n) = X)Wk n=0,...,N—1. (4.49)
k=0

Para dyskretnych przeksztalcei Fouriera (4.48) i (4.49) ustala wzajemnie jedno-
znaczny zwigzek migdzy dwoma N -okresowymi ciggami liczb Z[n] i X[k].

Komentarz. Pod wzgledem formalnym DPF mozemy traktowaé jako wzajemnie jed-
noznaczne odwzorowanie rzeczywistej lub zespolonej przestrzeni Hilberta 1%, ciggow

N-okresowych w dziedzinie czasu w zespolong przestrzen Hilberta 3, ciaggéw N-okre-
sowych w dziedzinie czgstotliwosci.

4.4.7. Zwiazek z dyskretnym szeregiem Fouriera

Z podanych wyzej definicji wynika, ze % Ltransformate sygnatu N-
okresowego (4.49) mozna utozsamia¢ z jego dyskretnym zespolonym szeregiem
Fouriera (4.34). Stad z kolei wynika, ze definicj¢ widma XI[k| sygnalu N-
okresowego, sformulowang w p. 4.3.3 w oparciu o jego rozwini¢cie w szereg
(4.34), mozna wprowadzi¢ réwnowaznie na podstawie jego .7, 1—transf0rmaty
(4.49). Poniewaz migdzy .7, L_transformatg a .%p-transformata zachodzi wza-
jemnie jednoznaczny zwigzek, zatem widmo to jest okreslone wzorem (4.48).
Wzér ten stanowi zarazem rozwigzanie problemu odwrotnego dla sygnatéw N-
okresowych, o ktérym wspomnieliSmy w p. 4.3.4. Okre§la on bowiem spos6b
wyznaczania widma X [k] sygnatu N-okresowego Z[n] na podstawie jego probek
x(n), pobranych w jednym okresie n = 0,..., N — 1.
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4.4.8. Poréownanie DTF sygnatu impulsowego i DTF jego
przedluzenia okresowego

Z formalnego punktu widzenia DTF sygnatu impulsowego x[n] okreslonego
w chwilach n = 0,..., N — 1 i DTF jego przedtuzenia okresowego Z[n| (4.47)
sa zdefiniowane tym samym wyrazeniem. Zwré¢my jednak uwage na zasadniczg
réznicg w interpretacji tych transformat. Widmo sygnatu impulsowego x[n] jest
okreslone wzorem (4.39) i jest funkcja okresowa X (e?) zmiennej ciagtej §. DTF
(4.45) tego sygnatu okresla jedynie probki widma X (eje) dla dyskretnych wartosci
0 = 27k/N tej zmiennej. DTF sygnatu impulsowego z[n] stanowi wiec dys-
kretng N-punktows reprezentacje jego ciaglego widma X (e?). Natomiast DTF
(4.48) przedluzenia okresowego Z[n] sygnalu x[n] okresla doktadne widmo sy-
gnatu okresowego Z[n], ktére z natury rzeczy jest dyskretne. Dyskretny charakter
tego widma jest konsekwencja ogélnej zasady obowigzujacej w teorii sygnatéw,
zgodnie z ktérg cecha dyskretnoSci w jednej dziedzinie jest nierozerwalnie zwig-
zana z cecha okresowosci w drugiej dziedzinie. Sygnaly dyskretne majg widma
okresowe. Widma dyskretne sg widmami sygnatéw okresowych. A poniewaz sy-
gnat Z[n| jest dyskretny i okresowy, jego widmo X [k] okre§lone wzorem (4.48)
jest okresowe i zarazem dyskretne.

Przyklad 4.7. Dyskretny sygnat okresowy Z[n| przedstawiony na rys. 4.6a jest
okreslony w jednym okresie N = 6 prébkami: z(0) = z(1) = z(2) = 1, (3) =
x(4) = x(5) = 0. Zgodnie ze wzorem (4.48) obliczamy:

X(0) =3,
X(1)=1+1-e 33417273 =1 _j/3,
X(2) =1 + 1- efj277/3 +1 . e*j47‘t‘/3 — 07
X3)=1+1 eI 4] . eI = 1,
X(B)=1+1- e I57/3 {1 . o=I5T/3 _ 1 ¥i V3.

Widmo amplitudowe i widmo fazowe tego sygnalu wykreslono w okresie
—3 < k < 3 na rys. 4.6b i odpowiednio 4.6c¢.

4.5. Wlasciwosci i twierdzenia DPF

Oprécz wiasciwosci N-okresowosci dyskretnej transformaty Fouriera, dys-
kretne przeksztalcenie Fouriera ma szereg innych interesujgcych wlasciwosci.
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a)

-3-2-10 1 2 3 k

Rys. 4.6. Dyskretny sygnal okresowy z przykladu 4.7 (a) oraz jego widmo amplitudowe (b)
i fazowe (c)

Wazniejsze z nich przytoczymy ponizej. Bedziemy zaktadaé, ze z[n] < X[k]

jest parg dyskretnych transformat Fouriera.

1. Liniowos¢. DPF jest przeksztalceniem liniowym, tzn. przeksztalcenie kombi-
nacji liniowej sygnaléw jest taka sama kombinacja liniowa ich widm dyskretnych.
2. Wartos¢ w punkcie k = 0. Prébka X (0) widma jest réwna sumie prébek sy-
gnatu w przedziale n =0,..., N — 1:
N-1
X(0)=">" x(n). (4.50)
n=0

Jesli sygnal jest rzeczywisty, probka X (0) jest rzeczywista.
3. Wartos¢ w punkcie k = N/2. Jesli sygnat jest rzeczywisty oraz N jest liczbg
parzysta, to probka X (N/2) widma jest liczbg rzeczywista:

N-1

X(N/2) = (=1)"x(n). (4.51)

n=0

4. Wiasciwosc¢ symetrii. Jesli sygnal x[n] jest rzeczywisty i IV jest liczbg parzy-
sta, to probki widma potozone symetrycznie wzgledem N/2 sg parami sprzgzone.
Wiasciwos¢ te mozna fatwo wykazaé, obliczajac:

XN —k) = TN a(n) e 2V -
= SN x(n) eI ef2mhn/N (4.52)
= SN w(n) e2TRN = X ().
Widmo X k| sygnaléw rzeczywistych ma wigc wiasciwo$¢ symetrii, z kt6-

rej wynika, ze w celu jego pelnego okreslenia wystarczy znajomo$¢ jedynie
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N/2 + 1 pierwszych prébek X (0),..., X (N/2) (dwoéch liczb rzeczywistych
x(0) i x(IN/2) oraz N/2 — 1 liczb zespolonych X (1),...,X(N/2 — 1)). Préb-
ki X(N/2+1),...,X(N — 1) nie wnosza dodatkowej informacji o widmie.
Poniewaz prébki te sg réwne probkom X (—N/2+1),..., X(—1) przesunigtym
o okres N w lewo, mozna przyjaé, ze odpowiadajg one pulsacjom ujemnym. Wia-
Sciwo$C ta jest identyczna jak w przypadku dyskretnego szeregu Fouriera (4.34)
N-okresowego sygnalu rzeczywistego (por. wzory (4.35) i (4.37)). Ma ona istotne
znaczenie przy numerycznym obliczaniu DTF sygnaléw rzeczywistych.

Z wlasciwosci symetrii wynika bezposrednio, ze dla sygnatéw rzeczywistych
spetnione sg dla kazdego k£ réwnosci:

| X (k)| = |X(—k)|, arg X (k) = arg X (—k). (4.53)

Oznacza to, ze dyskretne widmo amplitudowe jest funkcjg parzysta, a dyskretne
widmo fazowe — funkcjg nieparzysta zmiennej k.

Twierdzenie 4.8 (o przesunieciu w dziedzinie czasu)

zln —m] < X[k]W—Fkm, (4.54)

W wyniku przesuniecia sygnatu o czas m jego dyskretne widmo ampli-
tudowe nie ulega zmianie, natomiast wartoSci widma fazowego zmieniaja si¢
o —27wkm/N.

Twierdzenie 4.9 (o przesunieciu w dziedzinie czestotliwosci—o modulacji)

x[n]Wwmm < X[k —m]. (4.55)

W wyniku mnozenia sygnatu przez dyskretny zespolony sygnal harmoniczny
o pulsacji unormowanej 27rm /N widmo dyskretne tego sygnatu ulega przesunig-
ciu o warto$¢ m.

Twierdzenie 4.10 (twierdzenie Parsevala—o energii)

N-1 1 N—-1
2 _ — 2
2 lemf* = 5 32 X (4.56)

Zgodnie z tym twierdzeniem energia E,(N) sygnalu x[n| zawarta w prze-
dziale [0, N — 1] moze by¢ obliczona jako $rednia arytmetyczna za ten przedziat
kwadratéw moduléw prébek widma tego sygnatu.

Przyklad 4.8. Sprawdzimy, ze sygnat z rys. 4.6a rozpatrywany w przykladzie 4.7
spelnia wlasciwosci 2, 3 i 4. Istotnie:

N—-1

Y a(n)=1+1+1=3=X(0),
N—-1 i
o (=D'z(n)=1-1+(-1)-1+1-1=1=X(3),
n=0
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a ponadto zachodzi wlasciwos¢ symetrii (4.52), gdyz X(4) = X*(2) oraz
X (5) = X*(1). Uwzgledniajac te wtasciwosci, sprawdzimy takze stusznos¢ twier-
dzenia Parsevala. Z jednej strony:

6
E.(6) =) |z(n)]* =3,
n=0

z drugiej zas:

6
D IXK)P= %[XZ(O) +2X ()P +2IX () + X2(3)] =
k=0

1
_6_

Przyklad 4.9. Harmoniczny sygnat analogowy xz(t) = X cos 27 fot o czesto-
tliwosci fo = 1kHz jest probkowany z czestotliwoscig f; = 6kHz. W wyni-
ku prébkowania otrzymujemy dyskretny sygnat harmoniczny Z(n) = X cos nfy
o pulsacji unormowanej 6y = woTls = 27 fy/fs = m/3. Jeden jego okres obej-
muje N = 6 prébek. Wyznaczymy widmo sygnatu Z[n]. Zgodnie z wiasciwoscig
symetrii (4.52), wystarczy obliczy¢ prébki widma X (0), X (1), X (2) oraz X (3).
Podstawiajac probki sygnatu z(n) do wzoru (4.48), otrzymujemy:

1
:6[32+2]1—j\/§!2+1] 3.

dla k =0:

5
X(0) = X Z cos(nm/3) =
n=0
= Xo[cos 0 + cos(m/3) + cos(2m/3) + cos w + cos(4m/3) + cos(b7/3)] =

11 1 1
—Xpl4-—=—l——4 | =
011t 573 5+t3 =0

dla k = 1:
5 i .
X(1) = Xo ) cos(nm/3) "% = Xo[1 + cos(m/3) /% +
n=0

cos(2m/3) €27/ 4 cos ™ + 4 cos(4m/3) &M™/3 4 cos(57/3) /3] =

= Xo 1+1<1+j\/§> —1<—1+j\/§>+(—1)-(—1)—

2\2 2
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dla k = 2:

5
X(2) = X Z cos(mn/3) ol2mn/3 _ Xo[1 + cos(m/3) ol27/3 |

n=0

+ cos(2m/3) e117/% + cos m &2 +cos(4r/3) €873 + cos(5m/3) /1073 =

1+1(—1+j\/§>—;(—1—j\/§>+(—1)-(+1)—

2 2

dla k = 3:

5
X(3) = Xo Z(—l)" cos(nm/3) = Xo[cos 0—cos(m/3)+cos(27/3) —cos T+
n=0
1 1 1 1
+ cos(4m/3) — cos(57/3)] = Xo [1 ~575 +1-— 5 2] =0.

Jak mozna bylo spodziewal sie, tylko dwie prébki widma w jednym jego
okresie w punktach k = 11 k = 5 sg rézne od zera. Warto$¢ k = 1 odpowiada
na skali pulsacji unormowanej wartosci §# = /3, réwnej pulsacji sygnatu har-
monicznego 0y = /3. Prébka widma w punkcie k = 5 powtarza si¢ w punkcie
k = —1 przesuni¢tym o okres N = 6 w lewo, odpowiadajagcym pulsacji unor-
mowanej ¢ = —n/3. W centralnym okresie —N/2 < k < N/2 (-7 < 0 < 7)
widmo X [k] dyskretnego sygnatu harmonicznego jest zatem reprezentowane pa-
rg probek (prazkéw) wystepujacych w punktach k = £1 (0 = £6p). Wystepuje
tu petna analogia do widma analogowego sygnalu harmonicznego.

Zwr6émy uwage, ze probki widma mozna bylo obliczyé w prostszy sposéb,
korzystajac ze wzoru Eulera cosnm/3 = (e"™/3 4 ¢="/3)/2 i z wiasciwosci
ortonormalnosci sygnatéw e™#/3 dla k = 0,...,N — 1 w przestrzeni Z?V N-
okresowych ciggéow liczbowych. Celowo przeprowadziliSmy tu bezposrednie ob-
liczenia, aby zademonstrowa¢ ztozonos$¢ obliczeniowa DTF.

Z uwagi na parzysto$¢ sygnatu widmo X [k] jest w tym przypadku rzeczywiste.
Widmo fazowe przybiera wartosci zerowe. Zwréémy jeszcze uwage na wartos¢
probek X (1) i X(—1). Wynosi ona 3X. Jezeli pomnozymy ja przez czynnik
skalujacy 1/N we wzorze (4.49), otrzymamy warto$¢ X /2, identyczng jak war-
to$¢ prazkéw widma analogowego sygnatu harmonicznego (rozpatrywanego jako
funkcja czestotliwosci f). W ogblnym przypadku prébki | X (k)| widma amplitu-
dowego pochodzgce od dyskretnego sygnatu harmonicznego o amplitudzie Xg sa
réwne N X /2. Widmo X (k) rozpatrywanego w przykladzie dyskretnego sygnatu
harmonicznego pokazano na rys. 4.7. Widmo to zostalo unormowane wzgledem
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liczby N = 6 i wykre§lone w centralnym okresie —3 < k£ < 3. W celu utatwienia
interpretacji otrzymanych wynikdw na wykresie zamieszczono dodatkowo skalg
unormowanej pulsacji 6 i nieunormowanej czestotliwosci f.

A|Xx(K)| f6

0o -
- 0 %r T 0

f -
-3 0 1 3 f[kHz]

Rys. 4.7. Widmo dyskretnego sygnatu harmonicznego z przyktadu 4.9

4.6. Odtwarzanie sygnatu dyskretnego
o nieskonczonym czasie trwania na
podstawie probek jego widma

4.6.1. Sformulowanie i rozwigzanie problemu

Jezeli sygnat dyskretny jest sygnatem impulsowym x[n] o czasie trwania N
lub sygnalem N-okresowym Z[n], to znajac N probek X (k) jego widma (jego
N-punktowg DTF), mozemy go na tej podstawie odtworzy¢ w sposdb jednoznacz-
ny. Nie jest to natomiast mozliwe w przypadku sygnalu o nieskoriczonym czasie
trwania, jak réwniez w przypadku, gdy sygnal impulsowy o czasie trwania Ny
jest obserwowany w oknie czasowym o diugosci N < Njy.

Rozwazmy sygnal x[n] o nieskoficzonym, w ogélnym przypadku, czasie trwa-
nia i ograniczonej energii. Widmo tego sygnatu

X(e) = > a(n)e (4.57)

n=—0oo

jest funkcja okresowg zmiennej cigglej 6. Zalézmy, ze nie znamy sygnatu z(n),
znamy natomiast /N prébek jego widma pobranych w jednym okresie w punktach
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Hk = 27T]€/N2
X(k)y= Y a(n)e 2N = N gmyw T g=0,...,N - 1.
N - (4.58)

Na podstawie tych probek chcemy odtworzy¢ sygnal. W tym celu wyznaczymy
F Bl—transformatfg ciggu X (k). W wyniku otrzymamy pewien sygnal okresowy:

N-1 00
#n] = Z VX (k)] = % 3 ( 3 x(m)W_km> prhn. 4.59)

k=0

m=—0oQ

Z uwagi na N-okresowos¢ funkcji W —k(m+iN) — yyy=kmyp—kiN — yy7km  prép.-
ki z(m+i¢N) w sumie wewnetrznej, odlegte od siebie o N, sg mnozone przez t¢
sama funkcje W ~—*"  Podobnie jak we wzorze (4.31), sume¢ wewnetrzna mozna
zatem rozbi¢ na N sum:

N-1 00
Z ( Z x(m + zN)ka>

m=0 \i=—o0

Po podstawieniu do wzoru (4.59) otrzymujemy:

N—-1[N-1 [e%¢)
Z[n] = % kz [Z( > m(m—i—iN)W_kak”)] :
=0

m=0 \i=—o00
Z ortonormalnosci funkcji W=+ dlam = 0,..., N — 1 wynika, ze dla kazdego
k=0,...,N—1 suma w nawiasie kwadratowym jest réwna » -~ _ x(n+iN),

a poniewaz sum takich jest NV, otrzymujemy ostatecznie:

Zn] = Y x(n+iN). (4.60)

I=—00

Sygnat odtworzony z N prébek widma nieznanego sygnatu x[n] jest wiec nie-
skoficzong sumg nalozonych na siebie kopii tego sygnatu poprzesuwanych o ko-
lejne krotnosci okresu IN. Kolejne, powtarzajace si¢ okresowo prébki sygnatu
odtworzonego sg superpozycja probek pochodzacych od wszystkich przesunie-
tych kopii. Wynika stad, ze jesli czas trwania Ny sygnatu x[n] jest wigkszy od
N (w szczegdlnosci nieskoniczony), nie jest mozliwe dokladne jego odtworzenie
na podstawie N préobek widma.

4.6.2. Blad aliasingu

Efekt nakfadania si¢ kolejnych kopii sygnatu, nazywany aliasingiem w dzie-
dzinie czasu, zostal zilustrowany na rys. 4.8. Odtwarzajac z N probek widma
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sygnal o czasie trwania dtuzszym niz NN, popetniamy biad

(e e}

e(n) =xz(n) — > x(n+iN), (4.61)

1=—00

nazywany bfedem aliasingu. W przypadku sygnatu z[n]| o nieskoficzonym czasie
trwania btad ten jest tym mniejszy im wigksza jest liczba N oraz im szybciej
wartos$ci probek sygnatu malejg do zera, gdy n — +oo. W przypadku sygnatu
o skoficzonym czasie trwania blad aliasingu jest tym mniejszy, im mniejsza jest
réznica Ng — N.

Rys. 4.8. Ilustracja aliasingu w dziedzinie czasu

Stownik

aliasing (w dziedzinie czasu)
efekt naktadania si¢ powielonych okresowo kopii sygnatu

dyskretna transformata Fouriera DTF
N-okresowy zbidr probek widma sygnatu otrzymany w wyniku dyskretnego
przeksztalcenia Fouriera sygnalu

dyskretne przeksztalcenie Fouriera DPF
przeksztalcenie przyporzadkowujace sygnatowi dyskretnemu okre§lonemu
w N chwilach N probek jego widma

metoda uzupelniania zerami
metoda zwiekszania rozdzielczo$ci DTF przez dodanie do probek sygnatu
prébek zerowych

okienkowanie
operacja mnozenia sygnatu przez okno czasowe

okno czasowe
dyskretna funkcja czasu o skoficzonym czasie trwania, przez ktérg mnozy
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si¢ sygnatl dyskretny w celu zmniejszenia znieksztafcei jego widma obli-
czanego za pomocg DPF

probka widma
warto$§¢ widma sygnatu w okres§lonym punkcie osi czestotliwosci

przeciek DTF
efekt wystgpowania w dyskretnym widmie obliczonym za pomocg DPF pré-
bek widmowych w fatszywych punktach osi czestotliwo$ci unormowanej;
mozna go interpretowac jako przeciekanie energii (lub mocy) sygnatu za-
wartej w jego faktycznych skfadowych cze¢stotliwosciowych do sktadowych
o czestotliwo$ciach falszywych

rozdzielczo$¢ dyskretnej transformaty Fouriera
odwrotno$¢ odlegto$ci miedzy kolejnymi prébkami widma sygnatu obli-
czonego za pomocg DTF

rozroznialnos$é dyskretnej transformaty Fouriera
zdolno$¢ do odréznienia w sygnale dyskretnym dwéch skfadowych harmo-
nicznych na podstawie jego DTF

sygnal N-okresowy
sygnal dyskretny, ktérego wartoSci powtarzaja si¢ okresowo co N prébek

szybkie przeksztalcenie Fouriera SPF
numeryczna metoda obliczania dyskretnego widma sygnatu o zredukowa-
nym naktadzie obliczeniowym

widmo dyskretne
dyskretna transformata Fouriera DTF
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Lekcja 5

Analiza Korelacyjna sygnalow

Przedmiotem rozwazan lekcji 5 jest analiza korelacyjna sygnatéw. Opis ko-
relacyjny stanowi jeszcze jeden sposob charakteryzowania sygnatéw, $cisle zwig-
zany z opisem widmowym. W lekcji zdefiniujemy pojecie funkcji autokorela-
cji sygnatu, zaréwno dla sygnatéw analogowych, jak i dyskretnych. Oméwimy
takze ich najwazniejsze wiasciwosci. Z uwagi na réznice w definicjach formal-
nych funkcji autokorelacji, pojecie to wprowadzimy osobno dla klasy sygnatéw o
ograniczonej energii oraz klasy sygnaléw o ograniczonej mocy. Przedyskutujemy
zwiazek migdzy funkcjg autokorelacji a widmem energii lub, odpowiednio, wid-
mem mocy sygnatu. Podamy takze definicje funkcji korelacji wzajemnych oraz
widm wzajemnych energii (lub, odpowiednio, mocy) i oméwimy zwigzki migdzy
tymi charakterystykami dla poszczegdlnych klas sygnatéw.

5.1. Funkcja autokorelacji sygnatu
analogowego o ograniczonej energii

W wielu praktycznych zastosowaniach teorii sygnatléw zachodzi koniecznosé
poréwnywania analizowanego sygnatu z innym sygnatem, w szczegdlnoSci —ze
swojg wlasng, przesunigta w czasie kopig. Poréwnania tego nalezy przy tym do-
kona¢ dla réznych wzajemnych potozen obu sygnatléw na osi czasu, tj. réznych
warto$ci opdZnienia jednego sygnatu wzgledem drugiego. Obiektywng i jedno-
znaczng miar¢ podobienstwa dwéch sygnalow mozemy wprowadzié, rozpatrujac
je jako elementy odpowiedniej przestrzeni Hilberta, w ktérej—jak pamigtamy
(por. p. 2.2.7)—jest okreSlony iloczyn skalarny. Na podstawie iloczynu skalar-
nego mozemy wyznaczy¢ zaréwno odleglos¢ sygnatéw w danej przestrzeni, jak
i kat miedzy nimi.
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Okreslenie miary podobieristwa sygnatéw dla r6znych wartodci przesunigcia
w czasie w oparciu o ich iloczyn skalarny prowadzi do pojecia funkcji korela-
cyjnych. Opis korelacyjny sygnaléw stanowi jeszcze jeden alternatywny sposdb
charakteryzowania sygnaléw w dziedzinie czasu.

5.1.1. Definicja

Rozwazmy sygnat x(t), w ogélnym przypadku zespolony, nalezacy do prze-
strzeni Hilberta L? sygnaléw o ograniczonej energii, oraz jego kopie z.(t) =
x(t — T) przesunictg w czasie o wartosé 7 € Z. Sygnal przesunigty jest réwniez
elementem przestrzeni L2, gdyz operacja przesuniecia nie wyprowadza sygnatu
poza dang przestrzen. Za miar¢ podobieistwa sygnatu i jego przesunigtej kopii
przyjmiemy ich iloczyn skalarny w przestrzeni L? (por. wzér (2.17)):

o0

(2,2,) = / st (t — 7) dt. 5.1)

—00

Dla ustalonego przesunigcia 7 miara (5.1) jest w ogélnym przypadku liczbg ze-
spolong. Dla r6znych przesunieé¢ 7 wartosci tej miary sg rézne. W konsekwencji
otrzymujemy zalezno$¢ funkcyjng iloczynu skalarnego (5.1) od zmiennej 7. Na
podstawie tej zaleznosci mozemy poréwnywaé sygnal x(t) z jego kopiami dla
r6znych wartosci przesunigc.

Definicja 5.1. Funkcjq autokorelacji p,(7) sygnalu x(t) o ograniczonej energii
nazywamy zalezno$¢ iloczynu skalarnego (5.1) od przesunigcia 7:

[e.o]

oul(r) = / SOt — 7) dt. 5.2)

—00

Funkcja autokorelacji sygnalu zespolonego jest zespolona. W przypadku sy-
gnaléw rzeczywistych funkcja autokorelacji przybiera wartosci rzeczywiste.

Komentarz. Termin korelacja kojarzy si¢ zwykle z korelacjg w znaczeniu statystycznym
i jest odnoszony do zwigzku statystycznego, jaki wystepuje miedzy dwoma wielkoSciami
(zmiennymi) losowymi. W rachunku prawdopodobieristwa korelacje dwdch zmiennych lo-
sowych definiuje si¢ jako warto$¢ oczekiwang ich iloczynu. Ma wigc ona znaczenie wiel-
kosci Sredniej w zbiorze (usrednionej po wszystkich mozliwych realizacjach zmiennych
losowych). W przypadku sygnaléw deterministycznych korelacja ma natomiast znaczenie
wielko$ci usrednionej w czasie. Nalezy jednak podkreslié, ze geneza pojecia ,,korelacja”
jest w obu przypadkach identyczna. Z formalnego punktu widzenia korelacja zmiennych
losowych jest bowiem niczym innym, jak iloczynem skalarnym okre§lonym w przestrzeni
Hilberta tych zmiennych (por. [1], p. 4.1). Oba pojecia majg wigc taki sam sens formalny
iloczynéw skalarnych okreslonych w odpowiednich przestrzeniach Hilberta. Stosowanie
terminu ,,korelacja” w odniesieniu do sygnaléw deterministycznych jest zatem w pelni
uzasadnione.
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5.1.2. Wiasciwosci

Opierajac si¢ na definicji (5.2), mozna tatwo wykazaé nastepujace wlasciwosci
funkcji autokorelacji sygnatéw o ograniczonej energii.

Wiasciwosé 1. Funkcja autokorelacji .. (7) jest funkcjg hermitowskq:

P2 (T) = 2 (=7), (5.3)

a wiec jej czeS¢ rzeczywista jest funkcja parzysta zmiennej 7: Re (1) =
Re z(—7), a cze$¢ urojona—funkcja nieparzysta tej zmiennej: Im,(7) =
—Im g, (—7). W przypadku sygnatéw rzeczywistych funkcja autokorelacji jest
rzeczywista i parzysta: @, (7) = @ (—7).

Wiasciwos¢ 2. Wartos$é funkcji autokorelacji ¢, (7) w punkcie 7 = 0 jest rze-
czywista i réwna energii sygnatu x(t):

0z(0) = / lz(t)|* dt = E,. (5.4)

Wiasciwos$¢ ta wynika wprost ze wzoru definicyjnego (5.2) przy podstawieniu
w nim 7 = (.

Wiasciwosé 3. Wartosci funkcji autokorelacji ¢, (7) nie przekraczaja co do mo-
dulu jej wartosci w punkcie 7 = 0, tzn. dla kazdego 7 spelniona jest nieréwnos¢:

o (T)] < 2(0). (5.5)

Funkcja autokorelacji ma wiec dla 7 = 0 zawsze dodatnie maksimum. Wtasci-
woS$¢ ta wynika z nieréwno$ci Buniakowskiego-Schwarza dla iloczynu skalarnego
(por. p. 2.2.7).

Wiasciwosé 4. Jesli ¢, (79) = 0 dla pewnego przesuniecia 7, to sygnaly x(t)
i z(t — 79) sa ortogonalne. Wlasciwos¢ ta jest konsekwencjg okreslenia funkcji
autokorelacji jako iloczynu skalarnego sygnatéw.

Wilasciwo$é 5. Funkcja autokorelacji jest niezmiennicza wzgledem potozenia
sygnalu na osi czasu, tzn. funkcja autokorelacji sygnatu x(t) i funkcja autokorela-
cji sygnatu przesunietego x(t —tp) sa identyczne dla kazdej wartosci przesunigcia
to. Wlasciwos$¢ t¢ mozna wykazaé, dokonujgc odpowiedniej zamiany zmiennych
we wzorze (5.2).

Wiasciwo$¢ 6. Funkcja autokorelacji sygnatlu o ograniczonej energii jest takze
funkcja o ograniczonej energii, a wigc .# -transformowalng w zwyklym sensie.
W p. 5.1.4 odpowiemy na pytanie czemu jest réwna .% -transformata (widmo)
funkcji autokorelacji.

Rozpatrzymy obecnie kilka przyktadéw wyznaczania funkcji autokorelacji sy-
gnaléw o ograniczonej energii.
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Przyklad 5.1. Wyznaczymy funkcje autokorelacji sygnalu wyktadniczego male-
jacego x(t) = Xoe *1(t) (rys. 5.1a). Zgodnie ze wzorem (5.2) sygnat x(t)
nalezy w tym celu przesuwaé wzdluz osi czasu i oblicza¢ pola pod iloczynem
sygnalu i jego przesunigtej kopii dla réznych wartosci przesunigcia 7. Dla 7 > 0

D A x(t) b) Mo
Xo
X, 2a
0 o 0| >
D40 9) 0.(2)
XL
Xo
0 T t> -T 0 T t
9 Ax) (-2
Xo—T A
I ——+Pole=gr)
1 1 —
o« T 2
) hxo g) o (IX2T
LT
0 1T
m i
DA o) ) A

Rys. 5.1. Przyktady funkcji autokorelacji sygnaléw o ograniczonej energii
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mamy:

Dla 7 < 0 nie musimy powtarza¢ obliczen, wystarczy bowiem uwzglednicé
wlasciwo$¢ parzystoSci funkcji autokorelacji sygnatéw rzeczywistych. Ostatecznie
otrzymujemy (rys. 5.1b):

pu() = T2 eelml (5.6)

Podstawiajagc w tym wzorze 7 = 0, otrzymujemy, zgodnie z wlasciwoscig (5.4),
energie sygnatu E, = ¢,(0) = X3/2a (por. przykiad w p. 1.2.3).

Przyklad 5.2. Funkcja autokorelacji impulsu prostokatnego x(t) = Xo I'l [(t —
T/2)/T) (rys. 5.1c) ma ksztalt tréjkatny ¢, (1) = X3T A [(7/T)] (rys. 5.1d).
Graficzny spos6b jej wyznaczania zostal zilustrowany na rys. 5.1e. Zauwazmy,
ze odcinek czasu, w ktérym funkcja autokorelacji przybiera wartosci rézne od
zera, jest dwa razy dluzszy, niz czas T’ trwania impulsu. Regula ta jest stusz-
na dla funkcji autokorelacji dowolnego sygnatu impulsowego. Dopéki |7| < T,
dopéty przesunigta kopia pozostaje w oknie czasowym sygnalu i oba sygnaty ko-
reluja sie. Dla |7| > T kopia wychodzi poza granice okna i sygnaly przestaja by¢
skorelowane.

Przyklad 5.3. Przeprowadzajac podobng konstrukcje graficzng, mozemy wyzna-
czy¢ funkcje autokorelacji ciggu (paczki) impulséw prostokatnych (rys. 5.1f).
Funkcja autokorelacji dla przypadku paczki trzech impulséw prostokgtnych jest
pokazana na rys. 5.1g.

Przyklad 5.4. Wyznaczenie funkcji autokorelacji prostokatnego impulsu radio-
wego z(t) = Xgcoswot [1(¢/7) (rys. 5.1h) jest bardziej skomplikowane. Dla
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|7| > T funkcja autokorelacji jest réwna zeru. Dla 0 < 7 < 7' mamy:
T/2

(1) = X2 / cos wot coswp(t — 7) dt =

-T/24+1
T/2 T/2
X3
=5 coswoT dt + coswo(2t —7)dt| =
—T /247 —~T/2+7
X2 1 T—
— 70 [(T — T)coswoT + %on sin wot’ ‘(;7)] —

el =) -

X2
= 7O(T —T) [cos woT +

X3
= T(T —7) [coswoT + Sawe(T — 7)] .

Uwzgledniajac wlasciwo$¢ parzystosci, otrzymujemy ostatecznie:

X
2
Wykres funkcji autokorelacji prostokatnego impulsu radiowego jest pokazany na
rys. 5.1i. Ma ona charakter oscylacyjny, typowy dla funkcji autokorelacji sygna-
16w waskopasmowych. Zwré6¢my uwage, ze pulsacja oscylacji jest taka sama jak
pulsacja sygnatu. Energia impulsu wynosi:

0 (T) (T —|7|) [coswoT + Sawy(T — |7])] . 5.7

1
E, = ¢,(0) = §X§T(1 + SaweT).

Jesli dtugosé T impulsu jest znacznie wieksza od okresu oscylacji Ty = 27/wy,
tzn. woT > 1, woéwczas E, =~ X§/2T.

5.1.3. Przyklad zastosowania w praktyce

Jednym z przykladéw zastosowari, w ktérych wykorzystuje si¢ rezultaty po-
rownywania sygnatéow przesuni¢tych w czasie jest pomiar odleglosci od celu za
pomocg radaru impulsowego (rys. 5.2).

Przedstawimy krétko bardzo uproszczong zasade dziatania takiego radaru. Ra-
dar wysyta ciag krétkich impulséw sondujacych, ktére w najprostszym przypadku
sa prostokgtnymi impulsami radiowymi z rys. 5.1h o bardzo duzej czgstotliwosci
wypelnienia. Impulsy te po odbiciu si¢ od celu powracajg do anteny nadawczo-
-odbiorczej z pewnym opdZnieniem 7. Pomiar odleglosci jest dokonywany na
podstawie pomiaru tego opdznienia. Schemat ideowy ukiadu do pomiaru odle-
gltosci od celu jest przedstawiony na rys. 5.3. Zawiera on N kanaléw odpowia-
dajacych tzw. bramkom odlegltosciowym, na ktére jest podzielony zasi¢g radaru.
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Rys. 5.2. Radar impulsowy

Rozpatrzmy pojedynczy impuls sondujacy x(t) i przyjmijmy idealizowane zato-
zenie, ze sygnal powracajacy nie jest znieksztalcany na drodze transmisji przez
szumy i zakl6cenia, a jedynie ttumiony amplitudowo. Sygnat odebrany kxz(t — 7)
jest woéwczas opdZniong kopig sygnatu sondujacego o identycznym ksztalcie.

Sygnat sondujacy z(t) jest podawany w kazdym z kanaléw uktadu odbiorcze-
g0 na wejscia elementéw opdzZniajacych o wzrastajacych ustalonych op6znieniach
nAT. Na wyjsciach tych elementéw wystepuja zatem kopie sygnatu sondujgce-
go opdznione o kolejne odcinki czasu nA7. OpdZnione kopie sa podawane na
pierwsze wejscia korelatoréw. Na drugie wejscia korelatorow jest podawany sy-
gnat odebrany kx(t—7). Korelatory obliczaja poszczegdlne funkcje autokorelacji.
Funkcje te sg probkowane na wyjsciach korelatoréw w chwilach t,, = nAr. Gdy
czas trwania impulsu sondujgcego jest dostatecznie maly w poréwnaniu z opdz-
nieniem A7, wowczas tylko w jednym z kanaléw funkcja autokorelacji przybiera
w chwili prébkowania warto$¢ r6zng od zera. Numer kanatu, w ktérym wystg-
pi niezerowa probka funkcji autokorelacji jest wiec zarazem numerem bramki
odlegtosciowej, w ktérej znajduje si¢ cel.

1 2 N
? o------ o
- Az Korelator -
——
= 247 Korelator -
x(2) \ kx(t-7)
—9 ' -

——
| NAt »—l Korelator '—<7

Rys. 5.3. Schemat uktadu do pomiaru odlegtosci w radarze impulsowym
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W rzeczywisto$ci, na skutek szumu kanatu transmisyjnego i r6znego rodzaju
zaktécen, spowodowanych np. odbiciami od obiektéw naziemnych, chmur, opa-
déw atmosferycznych itp., sygnat powracajacy do anteny jest silnie rozmyty w cza-
sie 1 znieksztalcony w amplitudzie. W efekcie, niezerowe prébki pojawiaja si¢
jednocze$nie w kilku sasiadujacych kanatach. W celu uniknigcia niejednoznacz-
nosci i uzyskania prawidfowego pomiaru nalezy zatem zapewnié, aby prébka we
wlasciwym kanale miata warto§¢ dominujgca. Mozna to osiagnaé przez odpo-
wiedni dobér impulsu sondujgcego. Impuls ten powinien by¢ tak uksztaitowany,
aby jego funkcja autokorelacji przybierala duzg warto$¢ maksymalng w punkcie
7 = 0 1 szybko malata do zera w miar¢ oddalania si¢ od tego punktu. Takie ce-
chy funkcji autokorelacji zapewniaja wysokg rozdzielczo$¢ radaru w odleglosci.
Funkcja autokorelacji prostokgtnego impulsu radiowego analizowanego w przy-
ktadzie 4.4 nie spetnia tych wymagain w stopniu zadowalajacym. Jej obwiednia
maleje do zera liniowo (rys. 5.11), a wiec stosunkowo wolno. W praktyce stoso-
wane sg impulsy majace znacznie lepsze wlasciwosci korelacyjne zapewniajace
wysoka rozdzielczo$¢ radaru w odlegtosci (np. impuls LEM z liniowg modulacja
czestotliwosci — por. [2], p.4.3).

5.1.4. Zwiazek funkcji autokorelacji z widmem energii

Omawiajac w p. 3.3 twierdzenie Parsevala dla sygnatéw o ograniczonej ener-
gii, wprowadziliSmy pojecie widma energii ®,(w). Zostato ono okreslone jako
kwadrat widma amplitudowego sygnatu: ®,(w) = A2(w) = | X (w)|?. Pokazemy,
ze widmo energii sygnatu jest bezposrednio zwiazane z jego funkcjg autokorela-
cji.

Przypomnijmy, ze zgodnie z wilasciwoscig 6, funkcja autokorelacji sygnatu
0 ograniczonej energii jest .# -transformowalna w zwyklym sensie. W uzupel-
nieniu twierdzen podanych w p. 3.3 sformutujemy twierdzenie, ktére orzeka, ze
Z -transformata funkcji autokorelacji sygnatu z(t) jest rtéwna jego widmu energii.

Twierdzenie 5.1 (o funkcji autokorelacji)
Funkcja autokorelacji ¢, (7) oraz widmo energii ®,(w) sygnalu z(t) o ogra-
niczonej energii tworza pare zwyklych transformat Fouriera:

o0

B, (w) = / ou(7) e dr, (5.8)
i .
@z(T) = p / P, (w) e dw. (5.9)

Twierdzenie o funkcji autokorelacji mozna dowie$¢ na podstawie uogdlnio-
nego twierdzenia Rayleigha (3.33) oraz twierdzenia o przesuni¢ciu w dziedzi-
nie czasu (3.22). Poniewaz zgodnie z tym drugim twierdzeniem % [z(t — 7)] =
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X (w) e 9T, zatem przyjmujac we wzorze (3.33) y(t) = x(t — 7), otrzymujemy:

i * _i r * jwT _i r 2 _jwTt
/$(t):n (t—7)dt = o X(w)X*(w) e dw = o / | X (w)|* e dw,

co dowodzi stusznosci zwiazkéw (5.8) i (5.9).
Jezeli we wzorze (5.9) podstawimy 7 = 0, otrzymamy réwnos¢:

E, = ¢:(0) = % / D, (w) dw, (5.10)

wyrazajaca w nieco odmiennej formie réwnos¢ Parsevala (3.34). Z réwnosci
(5.10) wynika, ze energi¢ sygnalu mozna wyznaczy¢ trzema sposobami:

— w dziedzinie czasu, obliczajac catke z kwadratu modutu sygnatu,

— w dziedzinie korelacyjnej, obliczajac warto$¢ funkcji autokorelacji sygnatu

W zerze,

— w dziedzinie czgstotliwosci, obliczajac calke z jego widma energii i dzielac
ja przez 2m.

Widmo energii jest nieujemng funkcja rzeczywista zmiennej w. Jezeli sygnat
jest rzeczywisty, jego funkcja autokorelacji jest rzeczywista i parzysta, a wigc
widmo energii sygnatu rzeczywistego jest funkcja parzysta. Jego energi¢ moze-
my wéwczas oblicza¢ ze wzoru:

1 oo
E, = /@x(w) dw. (5.11)
7r
0
Energia zawarta w skoficzonym przedziale pulsacji [w1,ws] jest okreslona wzo-

rem:
wa

E,(wi,ws) = i/@m(w) dw. (5.12)

w1

Przyklad 5.5. Wyznaczymy widmo energii sygnatu wykfadniczego malejgce-
go x(t) = Xoe * 1(t) i obliczymy jego energi¢ zawarta w przedziale pulsacji
[cr, 2ar]. Funkcja autokorelacji tego sygnatu jest okreslona wzorem (5.6). Zatem,
zgodnie z parg transformat Fouriera (3.36), jego widmo energii:

X3

Wykres tego widma jest pokazany na rys. 5.4a. Energi¢ zawarta w przedziale
[ar, 2ar] obliczamy ze wzoru (5.12):

2a
1 X() X[) w |2«
Em(a,Qa) = ; m = % arctga N ~ O,2E$ (514)
a
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a) Ao, (o)

)(oz/oc2

b) Ao (D) <) X2r2 A, (w)
of
wlo 420_73 T -wg 0 ®y @

Rys. 5.4. Widmo energii sygnatu wykladniczego malejgcego (a) oraz funkcja autokorelacji (b)
i widmo energii (c) idealnego sygnatu dolnopasmowego

Przyklad 5.6. Rozwazmy idealny sygnat dolnopasmowy z(t) = Xy Sawpt
(por. p. 3.4.1, wzér (3.38)). Wyznaczenie jego funkcji autokorelacji na podstawie
wzoru definicyjnego (5.2) wymaga obliczenia cafki:

0 (1) = X2 / Sawopt Sawg(t — 7) dt.

Bezposrednie obliczenie tej catki w dziedzinie czasu jest skomplikowane. Moz-
na ja natomiast bez trudu obliczy¢, wyznaczajac najpierw widmo energii sygnatu

x(t):

2_2
B, (w) = [ X () = 207 H( v ) (5.15)

wg 2wy

a nastepnie jego odwrotng transformat¢ Fouriera

2
_ Xom

0z (T) = y_l[q)m(w”
wo

SawgT. (5.16)

Funkcja autokorelacji idealnego sygnatu dolnopasmowego ma wigc réwniez
ksztatt funkcji Sa. Wykresy funkcji autokorelacji i widma energii tego sygna-
hu sg przedstawione na rys. 5.4b, c.
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5.1.5. Tlustracja zwigzkéw miedzy opisami sygnalow
w dziedzinie czasu, korelacyjnej i czestotliwosci

Przeksztalcenie catkowe Fouriera okresla dla sygnaléow analogowych relacje
mi¢dzy dziedzing czasu i dziedzing czgstotliwosci. Relacja ta wyraza si¢ bez-
posrednio, jako zwigzek miedzy sygnatem i jego widmem, oraz posrednio, jako
zwiazek miedzy funkcja autokorelacji sygnatu i jego widmem energii. Oba te
zwiazki sg wzajemnie jednoznaczne, tzn. znajac jedng z wielkosci, mozemy jed-
noznacznie wyznaczy¢ druga.

Z twierdzenia o funkcji autokorelacji wynika, ze stanowi ona jedynie czescio-
wy opis sygnalu. Znajac funkcje¢ autokorelacji, mozemy wyznaczy¢ tylko wid-
mo amplitudowe sygnatu. Funkcja autokorelacji nie zawiera natomiast informacji
o widmie fazowym. Na podstawie znajomosci funkcji autokorelacji nie mozemy
zatem odtworzy¢ sygnatu.

Zwiazki miedzy sygnatem i jego charakterystykami w dziedzinie korelacyjnej
i dziedzinie czestotliwosci ilustruje diagram przedstawiony na rys. 5.5. Na diagra-
mie tym strzalki podwdjne oznaczaja wzajemnie jednoznaczny zwigzek migdzy
odpowiednimi wielko$ciami. Strzatki pojedyncze oznaczaja jednoznaczne przej-
Scie tylko w jednym kierunku.

Z

x() «<—= X(o)

g1
] fmx(l)x*(t—r)dt l l 1X(@)|°

(/Jx(r) <— pr(a))
g1

Rys. 5.5. Ilustracja zwigzkéw miedzy sygnatem a jego charakterystykami

5.1.6. Efektywny czas korelacji i efektywna szerokos¢
pasma sygnatu

Funkcje autokorelacji sygnaléw o ograniczonej energii przybierajg warto$¢
maksymalng dla 7 = 0 i maleja do zera, gdy 7 — =£oo. Dla réznych sygnatéw
opadanie funkcji autokorelacji do zera moze nastgpowaé po réznym czasie i z
r6zna predkoscig. W zagadnieniach praktycznych czgsto wprowadza sie¢ wygodny
parametr liczbowy bedacy miara efektywnego czasu korelacji. Dla sygnatéw rze-
czywistych, ktérych funkcje autokorelacji dgzg monotonicznie do zera, efektywny
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czas korelacji definiuje si¢ jako:

/gpx(T) dr
Argg =2 . (5.17)

p2(0)
Interpretacja miary (5.17) zostata przedstawiona na rys. 5.6a na przykfadzie funk-
cji autokorelacji (5.6) sygnalu wykladniczego malejacego. W tym przypadku
Ates =1/

a) Ao.(@) B , ho@
71'X0
@
I T
(O] wq
0 T
A7, =1/a At =m/wg

Rys. 5.6. Interpretacja efektywnego czasu korelacji dla przypadku monotonicznie malejacej (a)
oraz oscylacyjnej funkcji autokorelacji (b)

Jesli funkcja autokorelacji maleje oscylacyjnie do zera, miara (5.17) nie jest
odpowiednia miarg efektywnego czasu korelacji. Efektywny czas korelacyjny de-
finiuje si¢ wowczas jako polowa szerokoSci listka gtéwnego funkcji autokorelacji.
Na przyktad, w przypadku funkcji autokorelacji (5.16) idealnego sygnatu dolno-
pasmowego efektywny czas korelacji wynosi Ater = 7m/wp (rys. 5.6b).

W p. 3.6.1 wprowadziliSmy miar¢ szeroko$ci widma sygnalu. Za miar¢ t¢
przyjeliSmy szeroko$¢ réwnowazng widma okreslong wzorem (3.62). Miare sze-
roko$ci widma mozna takze odnie$¢ do widma energii sygnatu, wprowadzajac
pojecie efektywnej szerokoSci widma:

oo

[ o

Aweg = > (5.18)

(I).'L’ max
Interpretacje efektywnej szerokoSci widma dla obu rozwazonych wyzej sygna-
16w przedstawiono na rys. 5.7. W przypadku sygnatu wyktadniczego malejacego,
ktérego widmo energii jest okreslone wzorem (5.13), mamy Awer = 7ar/2, nato-
miast w przypadku idealnego sygnatu dolnopasmowego, ktérego widmo energii
jest opisane wzorem (5.15), mamy Awer = wg. W obu przypadkach

ATosAwer = const . (5.19)

Wynika stad, ze im krétszy jest efektywny czas korelacji sygnalu, tym wicksza
jest jego efektywna szeroko$¢ widma i odwrotnie. Zwigzek (5.19) mozna przyjaé
jako alternatywne sformulowanie zasady nieoznaczono$ci oméwionej w p. 3.6.
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a) A @, () b) A @, ()
X 02 Jo

gy

0 | o -0 0 @)

Aa)ef:n'a/Z Aa)ef:a)o

Rys. 5.7. Interpretacja efektywnej szerokoSci widma dla przypadku sygnatu wyktadniczego male-
jacego (a) oraz idealnego sygnalu dolnopasmowego (b)

5.2. Funkcje korelacji wzajemnej
sygnalow analogowych
0 ograniczonej energii

5.2.1. Definicja

Przedrostek ,,auto” w nazwie funkcji autokorelacji podkresla fakt, ze iloczyn
skalarny (5.2) jest obliczany miedzy wersjg nieprzesuni¢ta i wersjq przesunietg te-
go samego sygnatu. Rozszerzenie tej definicji na dwa r6zne sygnaly prowadzi do
pojecia funkcji korelacji wzajemnej. W praktyce potrzeba badania korelacji mie-
dzy dwoma réznymi sygnatami zachodzi na przyktad w sytuacji, gdy jeden z nich
jest sygnatlem wystepujacym na wejsciu, a drugi —na wyjsciu pewnego uktadu.

Definicja 5.2. Niech x(¢) i y(¢) beda sygnalami o ograniczonej energii. Funk-
cja korelacji wzajemnej migedzy sygnatem xz(t) a sygnalem y(¢) jest okreslona

wzorem:
oo

Pay(T) = / x(t)y*(t — 1) dt. (5.20)

—0o0

Analogicznie definiuje si¢ funkcje korelacji wzajemnej migdzy sygnatem y(t)

a sygnatem x(t):
oo

oya(r) = / Y2 (t — 7) dt. 5.21)

—0o0

Tak jak w przypadku funkcji autokorelacji, funkcje korelacji wzajemnej (5.20)
i (5.21) mozna traktowaé jako miary wzajemnego polozenia dwoéch sygnatéw
W przestrzeni sygnaléw o ograniczonej energii rozpatrywane w funkcji przesu-
ni¢cia 7. Na ich podstawie mozna w szczegdlnosci rozstrzygaé, dla jakich wartosci
przesuniecia 7 sygnaly sa ortogonalne.
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Przez analogie do wlasciwosci (5.4), wartosci funkcji (5.20) i (5.21) w punk-
cie T =0:

o0 [e.9]

Eay = / sy (t)dt, By = / y(t)z* (t) dt. (5.22)

—00 —0o0

sa nazywane energiami wzajemnymi. Pojecie energii wzajemnej ma interesuja-
cg interpretacje fizyczna. Jezeli sygnaly x(¢) i y(t) sa rzeczywistymi sygnatami
napiecia i odpowiednio pradu na zaciskach pewnego dwdjnika elektrycznego, to
wielko$¢ ¢, (0) = Ey, jest energia pobrang przez ten dwéjnik.

Przyklad 5.7. Funkcja korelacji wzajemnej miedzy sygnalami z(t) i y(¢) poka-
zanymi na rys. 5.8a, b ma postac:

X(r2-r2), da 0<T<T,
Pay(T) = ST+ 7)2,  dla —T<t<0,
0, dla |7|>T.

Sposéb obliczania tej funkcji oraz jej wykres sg przedstawione na rys. 5.8c-e.

Rys. 5.8. Przyklad wyznaczania funkcji korelacji wzajemnej
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5.2.2. Wiasciwosci

Funkcja korelacji wzajemnej ¢, (7) migdzy sygnalem x(t) a sygnatem y(t)
jest r6zna od funkcji korelacji wzajemnej ¢y, (7) migdzy sygnalem y(t) a sygna-
tem x(t). Dokonujac zamiany zmiennych w definicji (5.20), mozna wykazaé, ze
miedzy tymi funkcjami zachodzi zwigzek:

ay(T) = Qe (—T). (5.23)

W przypadku sygnaléw rzeczywistych réwnosé (5.23) przybiera postac ¢, (1) =
yz(—T), odzwierciedlajaca fakt, ze dla sygnaléw tych takg sama wartos¢ iloczy-
nu skalarnego otrzymujemy przy przesunieciu sygnatu y(t) w kierunku opdznie-
nia o czas 7, jak i przy przesunigciu sygnatu x(t) o ten sam czas w kierunku
przyspieszenia.

W przeciwienistwie do funkcji autokorelacji, funkcje korelacji wzajemnej sy-
gnaléw rzeczywistych nie sg funkcjami parzystymi zmiennej 7. Nie muszg one
takze przybiera¢ warto$ci maksymalnych dla 7 = 0. Maja natomiast nastgpujace
og6lne wlasciwosci.

Wihasciwos¢ 7. Wartosci funkceji korelacji wzajemnej ¢, (7) oraz ¢, (7) nie
przekraczaja co do modulu pierwiastka z iloczynu energii sygnatéw:

ey (D) < VEeEy,  |0ye(7)| < VELE,. (5.24)

Wiasciwo$¢ t¢ mozna dowiesé, korzystajac z nieréwnosci Buniakowskiego-
-Schwarza (p. 2.2.7) i uwzgledniajac, ze norma w przestrzeni L? sygnaléw o ogra-
niczonej energii jest pierwiastek z energii (por. wzér (2.11)).

Wihasciwosé 8. Jesli ¢,y (70) = 0 dla pewnego przesunigcia 79, to sygnaly x(¢)
i y(t — 19) sa ortogonalne.

Wiasciwo$é 9.  Funkcje korelacji wzajemnej sygnatéw o ograniczonej energii sg
funkcjami catkowalnymi z kwadratem, a wigc .# -transformowalnymi w zwyktym
sensie.

5.2.3. Widma energii wzajemnej

Funkcje korelacji wzajemnej mozna powigzac z charakterystykami widmowy-
mi sygnaléw. W tym celu nalezy skorzysta¢ ponownie z uogélnionego twierdzenia
Rayleigha. Oznaczajac .7 [z(t)] = X (w), F[y(t)] = Y(w) i uwzgledniajac, ze
Fly*(t—71)] = [Y(w) e “T]* = Y*(w) &“T, mozemy na podstawie wzoru (3.33)
napisac:

/ 2y (t— ) dt = % X (@)Y (@) 67 dw. (5.25)
Wielkosé
By () = X (@)Y () (5.26)
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wystepujaca pod catka po prawej stronie réwnosci (5.25) jest nazywana widmem
energii wzajemnej migdzy sygnalem x(t) a sygnatem y(t). Ze wzoru (5.25) wy-
nika, ze ¢uy(7) = F 1[®4y(w)], a wiec funkcja korelacji wzajemnej @, ()
i widmo energii wzajemnej ®,,(w) tworza pare transformat Fouriera:

Pay(T) — Day(w). (5.27)

Analogicznie, definiujac widmo energii wzajemnej migdzy sygnatem y(t) a sy-
gnatem x(t):
Pyr(w) =Y (w)X*(w), (5.28)

otrzymujemy:
Pya(T) & Pya(w). (5.29)

Z réwnosci (5.23) i whasciwosci (3.18) wynika, ze widma energii wzajemnej sg
zwiazane ze sobg zaleznoscig:

Qyy(w) = Dy (w). (5.30)

Warto odnotowaé, ze w przeciwienistwie do widma energii ®,(w) sygnatu,
ktére nie zawiera informacji o jego fazie, widma energii wzajemnej zawieraja
czgSciowy informacje¢ o fazach sygnatéw, a doktadniej o ich réznicy. Zgodnie ze
wzorem (5.26) mamy bowiem:

Dy (w) = | X ()] (w)] el X (@) arsY ()]

5.3. Funkcja autokorelacji sygnatu
analogowego o ograniczonej mocy

5.3.1. Definicja

Dla sygnatéw o ograniczonej mocy catka (5.2) jest rozbiezna. Rozszerzenie
pojecia funkcji autokorelacji na te klas¢ sygnatéw wymaga zatem odpowied-
niej modyfikacji definicji (5.2). Sposéb postgpowania bedzie tu analogiczny do
stosowanego wielokrotnie w lekcji 1 przy definiowaniu innych wielkosci (mo-
cy, metryki, iloczynu skalarnego) odnoszacych si¢ do sygnatéw o ograniczonej
mocy. Najpierw, korzystajac z definicji (5.2), wyznaczamy funkcje autokorelacji
w skoriczonym prostokatnym oknie czasowym, potem odnosimy ja do szerokosci
tego okna, a nastgpnie przechodzimy do granicy, gdy szeroko$¢ okna ro$nie do
nieskoficzonosci.
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Definicja 5.3. Funkcjq autokorelacji 1, (7) sygnalu z(t) o ograniczonej mocy
nazywamy wielko$¢ graniczna;

Ya(r) = lim —— / 2()z*(t — ) dt. (5.31)

Jesli sygnat z(t) jest okresowy o okresie Ty, definicja ta jest rownowazna defini-
cji:

to+To
Yo (T) = 71,0 / x(t)x* (t — 7)dt, (5.32)
to

gdzie ty jest dowolna chwilg.

5.3.2. Wiasciwosci

Wiasciwosci funkcji autokorelacji sygnatéw o ograniczonej mocy s3 odpo-
wiednikami wilasciwosci funkcji autokorelacji sygnatéw o ograniczonej energii.

Wiasciwosé 10.  Funkcja autokorelacji v, (7) jest funkcjq hermitowskq:

Yo (1) = Y (=7). (5.33)

W przypadku sygnatéw rzeczywistych jest to funkcja rzeczywista i parzysta:
Va(T) = o (7).

Wiasciwosé 11.  Wartos¢ funkceji autokorelacji ¢, (7) w punkcie 7 = 0 jest rze-
czywista i réwna jego mocy:

_ - 2
¥2(0) = lim 2T/\fc )|Fdt = (5.34)

Wiasciwosé 12.  Wartosci funkcji autokorelacji .. (7) nie przekraczaja co do
modutu jej wartoSci w punkcie 7 = 0, tzn. dla kazdego 7 spetniona jest nieréw-
nos¢:

|1he(T)| < 12(0). (5.35)
Wiasciwosé 13.  Jesli ¢, (79) = 0 dla pewnego przesunigcia g, to sygnaty x(t)
i z(t — 70) sa ortogonalne.

Wiasciwosé 14.  Funkcja autokorelacji 1),,(7) jest niezmiennicza wzglgdem po-
fozenia sygnalu na osi czasu, tzn. funkcje autokorelacji sygnatu x(t¢) i sygnatu
przesunigtego x(t — to) sa identyczne dla kazdej wartosci przesuniecia .

Wiasciwosé 15. Funkcja autokorelacji sygnalu o ograniczonej mocy jest
Z -transformowalna w sensie granicznym.
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Wilasciwo$é 16. Funkcja autokorelacji sygnatu okresowego o okresie 7T jest
rowniez funkcjg okresowg o tym samym okresie. Wiasciwos¢ ta wynika wprost
ze wzoru (5.32).

Przyklad 5.8. Wyznaczymy funkcje autokorelacji skoku jednostkowego
x(t) = 1(t). Dla 7 > 0 mamy:

T
. 1 . 1 1
¢x<7>—%£20n/dt—%£20T<T‘T>—z'
T
Podobnie, dla 7 < 0:
T
Vo(r) = Tim — [ dt= lim —T =
AT = 9T Toee 2T~ 2
0

Tak wigc funkcja autokorelacji skoku jednostkowego jest funkcjq stala o warto-
Sci 1/2.

Przyklad 5.9. Funkcja autokorelacji unipolarnej fali prostokatnej (rys. 1.23) jest
pokazana na rys. 5.9. Jesli wspétczynnik wypelnienia fali 7'/7y < 1/2, funkcja
ta jest ciggiem trojkatéw o szerokoSci 27" powtarzanych co okres Tg (rys. 5.9a).
Jesli diugos¢ impulséw T fali wzrosnie przy tym samym okresie Tp, tak ze
T /Ty > 1/2, to tréjkaty te naktadajg si¢ na siebie, w efekcie czego ich szerokos¢
jest mniejsza niz 27" i sg one przesuniete do géry wzdtuz osi rzgdnych (rys. 5.9b).

Rys. 5.9. Funkcja autokorelacji unipolarnej fali prostokatnej
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Przyklad 5.10. Wyznaczymy funkcje autokorelacji sygnatlu harmonicznego
x(t) = Xo sin(wot + o). Zgodnie ze wzorem (5.32) mamy:

T
5 10

X,
Yo (T) = ?O /sin(wot + @) sinfwo(t — 7) + o] dt =
0 0
o 1o

X,
= ?O sin(wot + ¢o)[sin(wot + ¢o) cos woT — cos(wot + o) sinwor| dt =
0

Tt
9 0

Ty
X§ .
7 [ sin?(wot 4 o) dt — f sinwor [ sin2(wot + o) dr =
0 0
To
0

= 20 coswy

=290 coswyr

Ly X6
= —= COSWQT.
2= 0

(5.36)
Funkcja ta jest rowniez harmoniczna o tej samej co sygnat pulsacji wy i nie zalezy

od fazy poczatkowej ¢g.

5.3.3. Widmo mocy i jego zwigzek z funkcjg autokorelacji

Wiasciwosci energetyczne sygnaléw o ograniczonej energii opisuje w dzie-
dzinie czestotliwo$ci widmo energii. Analogiczng charakterystyke wprowadza si¢
dla sygnaléw o ograniczonej mocy. Podobnie jak inne wielkosci charakteryzujace
te klase sygnaléw, ma ona sens wielkosci graniczne;.

Rozwazmy sygnat x(t) o ograniczonej mocy. Oznaczmy przez z,(t) =
x(t)I'1(t/T) jego centralny wycinek o szerokosci T oraz przez ®7(w) = | X7 (w)|
widmo energii tego wycinka.

Definicja 5.4. Widmem mocy sygnatu x(t) o ograniczonej mocy nazywamy gra-
nice:

V(W) = lim ~dp(w). (5.37)

Konstruujac ciag funkcji autokorelacji ... (7) sygnatu x,.(t) i dokonujac odpo-
wiedniego przej$cia granicznego, mozna wykazad, ze funkcja autokorelacji 1, (7)
sygnatu z(t) i jego widmo mocy ¥, (w) tworza parg transformat Fouriera w sensie
granicznym:

- / Ya(r) e 7 dr, (5.38)
Y (T) = % / Ty (w) @7 dw. (5.39)
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Podstawiajac we wzorze (5.39) 7 = 0, otrzymujemy:

0a(0) = P, = % / U, (w) du, (5.40)

skad wynika, ze moc sygnalu z(t) jest réwna polu pod wykresem jego wid-
ma mocy podzielonemu przez 27. Uzasadnia to przyjeta nazwe widma W, (w).
Podobnie jak widmo energii, widmo mocy nie zawiera informacji o strukturze
fazowej sygnatu.

Z. definicji 5.4 wynika, ze widmo mocy jest nieujemng rzeczywista funkcjg
zmiennej w. Jesli sygnat x(t) jest rzeczywisty, widmo mocy jest funkcja parzysta
i moc sygnalu mozemy wéwczas obliczaé ze wzoru:

P, =

|-

/\le(w) dw. (5.41)
0

5.3.4. Widmo mocy sygnaléw okresowych

Zgodnie z wasciwoscig 7, jesli sygnal z(t) o ograniczonej mocy jest sygnatem
okresowym o okresie Ty, jego funkcja autokorelacji ¢, (7) jest réwniez okreso-
wa o tym samym okresie. Mozna wykazaé, ze wspdlczynnikami rozwinigcia tej
funkcji w zespolony szereg Fouriera sa kwadraty modutéw |Xj|? wspétczynni-
kéw X rozwinigcia sygnatu x(t) w zespolony szereg Fouriera. Zespolony szereg
Fouriera funkcji autokorelacji sygnatu okresowego o okresie 7y ma zatem postac:

Uo(T) = Y [ Xp PR, (5.42)

k=—00

gdzie wy = 27/Ty. Wynika stad, ze widmo mocy sygnaléw okresowych jest
okre$§lone wzorem (por. wzor (3.52)):

Uy (w) =21 Y | Xgl?0(w — kwp), (5.43)

k=—00

Przyklad 5.11. Ze wzoréw (5.36) i (3.49) wynika, ze widmo mocy sygnalu har-
monicznego x(t) = Xosin(wot + ¢p) ma postac:

U, (w) = gxg [6(w — wo) + d(w + wo)]- (5.44)
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5.4. Funkcje korelacji wzajemnej
sygnalow analogowych
0 ograniczonej mocy

5.4.1. Definicja

Definicja funkcji korelacji wzajemnej dwoch sygnaléw o ograniczonej mocy
jest bezposrednim uogdlnieniem definicji (5.20) i (5.21).

Definicja 5.5. Funkcje korelacji wzajemnej sygnatéw x(t) i y(t) o ograniczonej
mocy sg okreslone wzorami:

T
. 1 N
Ulr) = Jim oo [ (o)t (5.45)
=T
1 T
elr) = Jim o [ w0 (e =)t (5.46)
-7

Jesli sygnaly x(t) i y(t) sg okresowe o tym samym okresie Ty, wzory (5.45)
i (5.46) przybierajg postaé réwnowazng:

1 to+To
vnlr) = [ a7t (5.47)
0
to
1 to+T10o
@byx(r):? / y(t)x™ (t — ) dt. (5.48)
0

to

Wartosci funkcji (5.46) i (5.47) w punkcie 7 = 0:

T T
o1 » .1 .
Py :Tlgroloﬂ/x(t)y (t)dt, Py :Tlg%oT/x(t)y (t)dt. (5.49a, b)
-7 -7

sg nazywane mocami wzajemnymi. Jezeli sygnaly x(t) i y(t) sa rzeczywisty-
mi okresowymi sygnalami napigcia i odpowiednio pradu na zaciskach pewnego
dwdjnika elektrycznego, to moc wzajemna 1), (0) = P, ma interpretacj¢ mocy
czynnej pobranej przez ten dwdjnik.

Wiasciwosci funkcji korelacji wzajemnej sygnatéw o ograniczonej mocy sg
analogiczne do wiasciwosci funkcji korelacji wzajemnej sygnaléw o ograniczonej
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energii i w zwiqzku z tym nie bg¢dziemy ich powtarza¢. Podkreslimy jedynie, ze
funkcje te sg .7 -transformowalne w sensie granicznym.

Przyklad 5.12. Funkcja korelacji wzajemnej mi¢dzy dwoma unipolarnymi falami
prostokatnymi o tym samym okresie Ty i r6znych wspétczynnikach wypetnienia
Ty /Ty oraz T/Ty (rys. 5.10a, b) jest pokazana dla przypadku 77 < Tb oraz
Ty < Tp/2 na rys. 5.10c. W celu wyznaczenia tej funkcji wystarczy obliczy¢
catke (5.47) jedynie w jednym okresie i dokona¢ przedtuzenia okresowego otrzy-
manej funkcji.

a) ()

Xo
2T, ;A U ; 2Ty,
2 2
b) Ay
Yy
-2T, E -T, T2 1”5 2Ty,
2
| /Km
2T, 75 27, T
T2 T]_ T1+T2

2 2

Rys. 5.10. Funkcja korelacji wzajemnej dwdch fal unipolarnych

5.4.2. Widma mocy wzajemnej

Jesli #[x(t)] = X(w) oraz Fy(t)] = Y (w) sa widmami (w sensie granicz-
nym) sygnaléw z(t) i y(t) o ograniczonej mocy, to funkcje

Upy(w) = X ()Y (w), Yy(w)=Y(w)X"(w) (5.50)
nazywamy widmami mocy wzajemne;j.

Funkcje korelacji wzajemnej i widma mocy wzajemnej sygnaléw o ograni-
czonej mocy tworzg pary transformat Fouriera w sensie granicznym:

¢zy(7) « \I’zy(“))a uJyz(T) — \I]yz(w)- (551)
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5.5. Funkcje korelacyjne sygnalow
dyskretnych o ograniczonej energii

Analiza korelacyjna sygnaléw dyskretnych przebiega podobnie jak w przy-
padku sygnatéw analogowych. Z tego wzgledu nie bedziemy podawac wszystkich
definicji i omawiaé szczegétowo wiasciwosci definiowanych wielkoSci. Ograni-
czymy si¢ do najwazniejszych z nich i wskazemy na wystepujace podobieristwa
i réznice. Zasadniczg réznicg jest dyskretny charakter funkcji korelacyjnych sy-
gnatéw dyskretnych.

5.5.1. Funkcja autokorelacji

Tak jak w przypadku sygnaléw analogowych, definicja funkcji autokorelacji
sygnatu dyskretnego jest oparta na pojeciu iloczynu skalarnego. W przestrzeni sy-
gnaléw dyskretnych o ograniczonej energii (przestrzeni ?) iloczyn skalarny jest
okre§lony wzorem (2.19).

Definicja 5.6. Funkcjq autokorelacji p,.[m| dyskretnego sygnalu x[n] o ograni-
czonej energii nazywamy funkcje catkowitego argumentu m (przesunigcia) okre-

Slong wzorem:
oo

wr(m) = Z z(n)z*(n —m). (5.52)

n=—0oo

Funkcja autokorelacji sygnatu dyskretnego jest wigc dyskretng funkcja zmien-
nej m rowng iloczynowi skalarnemu tego sygnatu i jego przesunigtej w czasie ko-
pii #[n —m] w przestrzeni 2. W ogdlnym przypadku jest to funkcja hermitowska
wz[m] = @i[—m]. W przypadku sygnatéw rzeczywistych funkcja autokorelacji
jest funkcja rzeczywistg parzysty @.[m] = o.[—m].

W punkcie m = 0 modul funkcji ¢,[m] przybiera wartos¢ maksymalng réw-
ng energii sygnatu:

oo
0:(0) = > |x(n)]® = Es. (5.53)
n=-—oo
Jesli ¢, (mo) = 0 dla pewnego przesunigcia mg, to sygnaly x[n] i z[n — mg] sa
ortogonalne.

Przyklad 5.13. Wyznaczymy funkcje autokorelacji binarnego sygnalu dyskret-
nego z[n| o skoriczonym czasie trwania przybierajacego wartosci: z(0) = 1,
x(1) =1, (2) = —1 oraz z(n) = 0 dla m # 0,1,2. (rys. 5.11a).

W celu obliczania funkcji autokorelacji sygnatéw dyskretnych wygodnie jest
zapisa¢ ciag okreSlajacy sygnal, a pod nim ciggi okreslajace kolejne jego kopie
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przesuni¢te o m = 1,2 itd. pozycji:

x[n] : .00 1 1 -1 0
xzn—1]: .00 001 1 -1 .
2ln — 2] : L0000 1 1 -1 o0..
2[n — 3] : L0000 0 1 1 —1...

Obliczajac sumy iloczynéw wartosci probek sygnatu x[n] i wystepujacych w tych
samych kolumnach wartosci jego kolejnych przesunigtych kopii, otrzymujemy:

0e(0) = 14+1+1=3,
Pz(1) = pa(-1)=1-1=0,
Sox(2) = Soa:(_2) = -1,

b) A o [m]
31
2,
2
4 -3 -10711 34

Rys. 5.11. Sygnat dyskretny (a) i jego funkcja autokorelacji (b)

Przyklad 5.14. Wyznaczymy funkcje autokorelacji dyskretnego sygnatu wyktad-
niczego z[n] = a"1[n], |a | < 1 (rys. 5.12a, por. takze przyktad 4.3). W tym
przypadku sygnat jest opisany formulg matematyczna, zatem funkcj¢ autokorelacji
obliczamy na podstawie wzoru definicyjnego (5.52). Dla m > 0 mamy:

oo oo am
Yp(m) = Z a"a" " =a"" Z a* = =2
n=m n=m
a uwzgledniajac parzysto$¢ funkcji autokorelacji otrzymujemy:

am!

=—. 54
- (5.54)

pz(m)

Wykres tej funkcji dla a = 0,8 przedstawiono na rys. 5.12b.

Przyklad 5.15. Sygnal rozpatrywany w przykladzie 5.13 jest tzw. 3-pozycyjnym
sygnatem Barkera. Sygnaly Barkera zyskaly w praktyce duza popularno$¢ ze
wzgledu na bardzo korzystne wiasciwosci ich funkcji autokorelacji. Sa to
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9x[m]
x[n] 2,77
1
01 0 01 0

-10

Rys. 5.12. Dyskretny sygnat wykladniczy (a) i jego funkcja autokorelacji (b)

M-pozycyjne sygnaly binarne przybierajace na kazdej pozycji wartos¢ +1 lub
—1. Funkcje autokorelacji sygnatéw Barkera majg t¢ wtasciwosé, ze ¢, (0) = M
oraz |¢,(m)] < 1 dla m # 0, tzn. w punkcie m = 0 funkcje te przybieraja
warto$¢ réwng liczbie pozycji, a dla pozostalych m ich wartosci nie przekraczaja
co do modutu jednosci. Z uwagi na duzg wartos¢ w zerze (duzy poziom ,listka
gtéwnego”) i male pozostate wartosci funkcji autokorelacji (maty poziom ,,list-
kéw bocznych”), sygnaly Barkera, podobnie jak impuls LFM, znalazly szerokie
zastosowanie w radiolokacji. W praktyce wartos$ci binarne sygnatéw Barkera +1
oraz —1 sa reprezentowane odpowiednio zmodulowanymi impulsami radiowymi.

Znane s3 funkcje Barkera o liczbie pozycji M = 2, 3, 4, 5, 7, 11 i 13. Cieka-
wostka jest przy tym, ze nie podano jak dotad dowodu rozstrzygajacego istnienie
lub nieistnienie sygnatu Barkera o liczbie pozycji wigkszej niz 13. Sygnat Barkera
i jego funkcja autokorelacji dla M = 13 przedstawiono na rys. 5.13.

a) b) o, [m]
13 ¢

A x[n]

1 13 m

Rys. 5.13. 13-pozycyjny sygnal Barkera (a) i jego funkcja autokorelacji (b)

5.5.2. Zwigzek z widmem energii

Rozwazmy dyskretny sygnal z[n] o ograniczonej energii i widmie X (e').
Widmo energii tego sygnatu okresliliSmy w punkcie 4.2 jako kwadrat jego widma
amplitudowego @, (el?) = A2(e)?) = | X (")|? (por. komentarz do twierdzenia
4.7). Z vogblnionego twierdzenia Rayleigha dla sygnatéw dyskretnych (4.21) wy-
nika, ze funkcja autokorelacji sygnatu dyskretnego o ograniczonej energii i jego
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widmo energii tworza par¢ transformat Fouriera:

() = D pu(m)e ™ (5.55)
_ i r j0\ jmo
pelm) = o / B, (el?) e . (5.56)

—T
Podstawiajac we wzorze (5.56) m = 0, otrzymujemy:

s

Bo = al0) = 5 [ @a() a0, (5.57)

—T

a wigc energie sygnatu z[n] mozna oblicza¢ jako pole pod wykresem widma
energii w przedziale [—, ] podzielone przez 2.

Przyklad 5.16. Widmo energii dyskretnego sygnatu wykiadniczego o funkcji au-
tokorelacji (5.54) ma postaé:

o0

1

P, () = T3 Z almle=imd —

—a m=—oo
1 [& . —1 .

g | L 3 <aeﬂ>‘m] i
—a Lm=0 m=—00
1 [ oo . 00 )

— : 5 Z(ae—w)m + Z(ae]e)m] _ (5.58)
—a Lm=0 m=1

1 [ 1 ae 1

S 1-a?|l—ae¥?  1-—qef|

1T 1—a? _ 1

 1-a? |[1+a®—2acosf| 1+a2—2acosf’

Wynik ten jest oczywiscie zgodny ze wzorem (4.9a). Widmo (5.58) dla przypadku
a = 0,8 wykreSlono na rys. 5.14.

5.5.3. Funkcje korelacji wzajemnej i widma energii
wzajemnej

W przypadku, gdy rozpatrywane sa dwa sygnaly x(¢) i y(¢) o ograniczonej
energii, wprowadza si¢ ich funkcje korelacji wzajemnej:

o0 [e.9]

Pay(m) = Z z(n)y*(n—m), @yz(m)= Z y(n)x*(n—m) (5.59a, b)

n=—oo n=—oo
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Dy (ejﬂ)

Rys. 5.14. Widmo energii dyskretnego sygnalu wyktadniczego

oraz widma energii wzajemnej:

D,y () = X ()Y (),  @,.(0) = V() X*(?). (5.60a, b)
Charakterystyki te tworzg pary transformat Fouriera:
pry[m] = ©4y (), pualm]) o Dy (). (5.61a, b)

Ich wlasciwosci sg analogiczne jak w przypadku sygnatéw analogowych.

5.6. Funkcje korelacyjne sygnalow
dyskretnych o ograniczonej mocy

5.6.1. Funkcja autokorelacji

W przypadku sygnatéw dyskretnych o ograniczonej mocy suma (5.52) jest
nieskoriczona. Definicje funkcji autokorelacji nalezy zatem zmodyfikowaé, doko-
nujac odpowiedniego przej$cia granicznego. Sposéb postepowania bedzie analo-
giczny jak w przypadku innych wielkoSci definiowanych w sensie granicznym dla
tej klasy sygnatéw.

Definicja 5.7. Funkcjq autokorelacji 1),[m] dyskretnego sygnatlu x[n| o ograni-
czonej mocy nazywamy funkcje:

N
1
Yy(m) = ]\}inoo N 1 Z z(n)x*(n —m). (5.62)

n=—

W szczegdlnym przypadku sygnatéw N-okresowych funkcja 1, [m] jest okreslona
wzorem réwnowaznym:

no+N

Yp(m) = = Z z(n)x*(n —m), (5.63)

n=ng
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gdzie ng jest dowolng liczbg catkowita.

Funkcja (5.62) jest hermitowska v, [m] = ¢%[—m]. W przypadku sygnaléw
rzeczywistych jest to funkcja rzeczywista parzysta ¢,[m] = 1,[—m]. W punkcie
m = 0 funkcja 1), [m] przybiera warto$¢ maksymalng réwna mocy sygnatu:

N

_ 1 2 _
= Jim o — HZ_:N lz(n)|? = P, (5.64)

¥2(0)

Jesli ¢, (mo) = 0 dla pewnego przesunigcia myg, to sygnaly x[n] i z[n — mg] sa
ortogonalne.

W podobny sposéb mozna zdefiniowaé dla sygnatéw o ograniczonej mocy
funkcje korelacji wzajemnej. Ich definicje bedg uogélnieniami wzoréw (5.59).

Przyklad 5.17. Funkcja autokorelacji dyskretnego sygnalu harmonicznego
z[n] = Xosin(nby + ¢o) ma postac:

alm) = 3 X3 cos(mby). (5.6

Funkcja ta jest takze funkcja harmoniczna o tej samej pulsacji unormowanej 6
i nie zalezy od fazy poczatkowej ¢o. Dla m = 0 jej warto$¢ jest réwna mocy
sygnatu 1,.(0) = X2 /2.

5.6.2. Widmo mocy

Pojecie widma mocy sygnatu o ograniczonej mocy wprowadza si¢ jako gra-
nice odpowiednio skonstruowanego ciggu widm energii.

Definicja 5.8. Widmem mocy dyskretnego sygnatu x[n] o ograniczonej mocy na-
zywamy granicg:

U, (e) = lim

0
dim o), (5.66)

gdzie @y (e?) jest widmem energii wycinka sygnatu z[n] o skoriczonym czasie
trwania [— NN, N].

Analogicznie mozna wprowadzi¢ pojecie widma mocy wzajemnej dla sygna-
16w dyskretnych. W celu wyznaczenia widm mocy nalezy kazdorazowo doko-
na¢ odpowiedniego przejscia granicznego. Ze wzgledéw omoéwionych wczesniej
w p. 4.1.6, w praktyce przejScie takie jest rzadko stosowane. Ograniczymy si¢
zatem do podania jedynie widma mocy dyskretnego sygnatu harmonicznego.

Przyklad 5.18. Widmo mocy dyskretnego sygnatu harmonicznego z[n] =
X sin(nby + ¢o) ma postaé (por. wzér (4.38)):

U, () = gxg [62x(0 — 60) + G2 (6 + 6p)] . (5.67)
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5.6.3. Przypadek sygnaléw N -okresowych

Jezeli sygnal o ograniczonej mocy jest sygnalem N-okresowym Z[n] (por.
p. 4.3.1), jego funkcja autokorelacji 1, (m) jest réwniez N-okresowa. Wynika to
wprost ze wzoru (5.63). Podobnie jak sygnat z[n] (por. wzér (4.34)), mozna ja
rozwinaé w dyskretny szereg Fouriera:

N—-1
Yz(m) = % > W(k) MmN, (5.68)
k=0

Definicja 5.9. Widmem mocy N-okresowego sygnatu Z[n| nazywamy zbidr
wspOlczynnikéw {¥(k) : k = 0,..., N — 1} rozwinigcia funkcji autokorela-
cji tego sygnatu w dyskretny szereg Fouriera (5.68).

Widmo mocy sygnatu N-okresowego jest oczywiscie rowniez IN-okresowe.
Mozna wykazaé, ze U(k) = | X (k)|?, tj. wspStczynniki (k) sa kwadratami mo-
duléw wspétczynnikéw rozwinigcia sygnatu w dyskretny szereg Fouriera (4.34).
Dla m = 0 otrzymujemy:

N—
Py =15(0) = > W(k). (5.69)
k=0

[asry

Stownik

funkcja autokorelacji sygnatu
iloczyn skalarny sygnalu i jego kopii przesunigtej w czasie rozpatrywany
jako funkcja przesunigcia; charakteryzuje wzajemne rozmieszczenie energii
w czasie miedzy sygnalem i sygnalem przesunigtym

funkcja korelacji wzajemnej
iloczyn skalarny dwdch réznych sygnatéw rozpatrywany w funkcji prze-
suni¢cia jednego sygnatu wzgledem drugiego; charakteryzuje wzajemne
rozmieszczenie energii w czasie mi¢dzy tymi sygnalami

korelator
uktad wyznaczajacy iloczyn skalarny dwéch sygnatéw

modulacja czestotliwosci liniowa LFM
modulacja, w ktérej czgstotliwosé fali noSnej wzrasta liniowo w czasie
trwania impulsu

paczka impulsow
skoriczony ciag identycznych impulséw
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widmo mocy
funkcja opisujaca rozktad mocy sygnalu o ograniczonej mocy w funkcji
czgstotliwosci
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Rozdzial 2

Podstawy teoretyczne
przetwarzania sygnalow
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Lekcja 6

Probkowanie sygnalow

Lekcja 6 jest poSwiecona oméwieniu operacji probkowania sygnaléw. W wy-
niku prébkowania sygnal analogowy zostaje przeksztalcony w sygnal dyskret-
ny. Mozna zatem powiedzie¢, ze operacja probkowania stanowi swojego rodzaju
»pomost” miedzy dziedzing sygnaléw analogowych a dziedzing sygnatéw dyskret-
nych.

Zagadnienie probkowania scharakteryzowali§my juz pokrétce w p. 1.3. W tym
rozdziale rozpatrzymy je doktadniej. Oméwimy m.in. teoretyczne podstawy ope-
racji probkowania i przedyskutujemy niektdre aspekty jej praktycznej realizacji.
Rozstrzygniemy takze, przy jakich zalozeniach operacja prébkowania jest odwra-
calna. Odpowiemy tym samym na pytanie o znaczeniu zasadniczym dla zastoso-
wan praktycznych: jakie warunki musza by¢ spetnione, aby przejscie z dziedziny
sygnaléw analogowych do dziedziny sygnatéw dyskretnych byto wzajemnie jed-
noznaczne. Lekcje rozpoczniemy od oméwienia ogdlnych zasad przetwarzania
analogowo-cyfrowego sygnatéw.

6.1. Ogolne zasady przetwarzania
analogowo-cyfrowego sygnatow

Operacja probkowania stanowi pierwszy etap na drodze przetworzenia sygna-
Tu analogowego w sygnat cyfrowy. Dlatego przed przystapieniem do doktadnego
omodwienia tej operacji celowe jest krétkie scharakteryzowanie ogélnych zasad
przetwarzania analogowo-cyfrowego sygnatow.
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6.1.1. Koncepcja cyfrowego przetwarzania sygnalow

Cechg charakterystyczng wspolczesnego przetwarzania sygnaléw jest poste-
pujaca dominacja metod cyfrowych. Metody te wkroczyly szerokim frontem do
wielu dziedzin techniki, wypierajac klasyczne metody analogowe i otwierajac
przed praktykami nowe obszary zastosowar.

Cyfrowe metody przetwarzania sygnatéw polegajg na przetworzeniu badanego
sygnalu analogowego w sygnal cyfrowy reprezentowany ciagiem stéw binarnych
o ustalonej dlugosSci stowa, a nastepnie dokonywaniu wszelkich operacji na sy-
gnale jako operacji na ciggach binarnych reprezentujacych ten sygnatl. Schemat
blokowy ilustrujacy idee¢ cyfrowego przetwarzania sygnalow jest pokazany na
rys. 6.1. Uklad przetwarzania sklada si¢ z: przetwornika analogowo-cyfrowego
(przetwornika A/C), ktérego zadaniem jest zamiana postaci analogowej sygnatu
wejSciowego na postaé binarna, filtru cyfrowego, ktéry realizuje zadane opera-
cje na wejSciowym sygnale binarnym, przetwarzajgc go w inny sygnal binarny,
oraz z przetwornika cyfrowo-analogowego (przetwornika C/A), ktéry zamienia po-
sta¢ binarng sygnatu wyjsciowego na pozadana z reguly posta¢ analogowa. Filtr
cyfrowy zawiera urzadzenie arytmetyczne oraz pami¢é. Cato$¢ jest sterowana
i synchronizowana specjalnym uktadem zewnetrznym.

! ' Eiltr
! Pamiec ﬁyf rowy
x(0) : [ Uradeen } i (f)
X qdzenie |
. arytmetyczne |—=L. CA

X Ukiad :
[ synchronizacji !

Rys. 6.1. Schemat blokowy uktadu cyfrowego przetwarzania sygnatéw

6.1.2. Przetwornik analogowo-cyfrowy

Aby przetworzy¢ sygnat analogowy w sygnal binarny, nalezy wykonaé na nim
trzy fundamentalne operacje: prébkowanie, kwantowanie i kodowanie (rys. 6.2).
Wszystkie te operacje sg realizowane przez przetwornik analogowo-cyfrowy. Je-
go dziatanie, podobnie jak innych blokéw funkcjonalnych ukfadu z rys. 6.1, jest
sterowane generatorem impulséw synchronizujacych, ktérych czestotliwosé po-
wtarzania okre§la zarazem czgstotliwo$¢ probkowania sygnalu analogowego. Na
wyjSciu przetwornika A/C wystepuje sygnal reprezentowany ciagiem stow binar-
nych kodujacych kolejne prébki sygnatu. Kazde z tych stéw jest ciggiem znakéw
binarnych ,,1” oraz ,,0” o ustalonej dla danego przetwornika diugosci.
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Sygnat Sygnat Sygnat Sygnat
analogowy dyskretny cyfrowy binarny
x(1) x(nTy) xX(nTy)

Kodowanie ————

———| Prébkowanie Kwantowanie

Rys. 6.2. Podstawowe operacje przetwarzajace sygnal analogowy w sygnal binarny

6.1.3. Filtr cyfrowy

Stowa binarne z wyjscia przetwornika A/C sa przesytane do ukfadu nazy-
wanego filtrem cyfrowym. Mogg by¢ one przesylane znak po znaku (transmisja
szeregowa), badZ tez wszystkie znaki sa przesylane jednocze$nie odrebnymi to-
rami (transmisja réwnolegta). W filtrze cyfrowym nastepuje przetwarzanie stow.
Pojecie filtru cyfrowego jest przy tym rozumiane bardzo szeroko. Obejmuje ono
nie tylko caly zespdt Srodkéw sprzetowych i programowych przetwarzania, ale
takze algorytm, wediug ktérego jest ono dokonywane. W tym znaczeniu filtrem
cyfrowym moze by¢ zaréwno urzadzenie fizyczne, jak i program obliczeniowy.
W wigkszosci przypadkéw filtr cyfrowy 1aczy w sobie obie te funkcje. W wyni-
ku przetwarzania sygnatu przez filtr cyfrowy na jego wyjSciu otrzymujemy inny
sygnal, rowniez reprezentowany ciggiem stéw binarnych. Zwykle interesuje nas
posta¢ analogowa sygnatu wyjSciowego, a wiec sygnal na wyjsciu filtru cyfro-
wego musi by¢ jeszcze przetworzony na sygnal analogowy. Operacje t¢ realizuje
przetwornik C/A.

O jakoSci i zakresie zastosowar filtru cyfrowego decyduje przede wszyst-
kim jego szybkos$¢ dziatania. Okresla ona graniczng czgstotliwo$¢ sygnalow jakie
mogg by¢ przez niego przetwarzane. W wyniku dynamicznego rozwoju wspotcze-
snej mikroelektroniki zakres czestotliwosci stale rozszerza si¢. W chwili obecnej
dysponujemy juz ukfadami cyfrowego przetwarzania sygnatéw umozliwiajacymi
przetwarzanie sygnatéw w czasie rzeczywistym z czestotliwoSciami rzedu kilku-
set megahercow.

Filtry cyfrowe sg obecnie coraz czesciej realizowane z wykorzystaniem spe-
cjalizowanych uktadéw mikroprocesorowych nazywanych procesorami sygnafo-
wymi. Procesor sygnatowy jest uniwersalnym, programowalnym, cyfrowym ukla-
dem arytmetycznym, wyposazonym w pami¢é i przeznaczonym do szybkiego
i sprawnego wykonywania réznorodnych operacji arytmetycznych na sygnatach
binarnych, takich jak dodawanie, mnozenie, mnozenie skalarne, opdZnianie sy-
gnaléw w czasie itd. W pamieci procesora sg ponadto rejestrowane wszelkie
dane niezbedne do wykonania algorytmu przetwarzania. Procesory sygnalowe
stanowig coraz czgSciej standardowe wyposazenie wspolczesnej aparatury elek-
tronicznej. W dniu dzisiejszym jest dostepna na rynku szeroka gama réznego
typu procesoréw sygnatowych realizowanych w technologii o wielkiej skali in-
tegracji, pracujacych w arytmetyce stalo- lub zmiennoprzecinkowej i réznigcych
si¢ pod wzgledem mocy obliczeniowej i szybkoSci dzialania. W bardziej zlozo-
nych systemach przetwarzania stosowane sg cate sieci wspotdzialajacych ze soba
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procesoréw sygnalowych, umozliwiajacych jednoczesng realizacje wielu skompli-
kowanych procedur przetwarzania sygnatéw.

6.1.4. Probkowanie

Operacja prébkowania polega na pobieraniu prébek z(t,) analogowego sy-
gnatu x(t) w dyskretnych chwilach ¢,,. W wigkszosci zastosowan praktycznych sy-
gnaly sg probkowanie réwnomiernie, cho¢ znane sg przyktady zastosowar, w kt6-
rych prébki sygnalu sa pobierane nieréwnomiernie w chwilach roztozonych na osi
czasu wedlug ustalonej reguly, a w niektérych zastosowaniach —w chwilach lo-
sowych. Zgodnie z umowg przyjeta w p. 1.3, rozwazania nasze ograniczymy do
przypadku prébkowania réwnomiernego.

W wyniku prébkowania rownomiernego z okresem 7T (czestotliwoscia fs =
1/Ts) sygnal analogowy x(t) jest przetworzony w sygnal dyskretny x[nT}]. Sy-
gnal sprébkowany jest sygnatem dyskretnym w czasie, ale w ogélnym przypadku
nadal analogowym w amplitudzie, tzn. jego wartos$ci chwilowe (probki) nalezg do
zbioru ciaglego. Aby sygnat sprébkowany mozna bylo dalej przetwarza¢ cyfrowo,
zbiér wartosci préobek musi by¢ zbiorem skoriczonym.

6.1.5. Kwantowanie

Operacja, ktéra przetwarza sygnat sprobkowany w sygnat o dyskretnej struk-
turze amplitudowej jest nazywana kwantowaniem. Polega ona na podzieleniu za-
kresu zmian wartoSci sygnatu na skoficzong liczbe M przedziatow kwantyzacji
i przyblizeniu warto$ci chwilowych prébek warto$ciami przyporzadkowanymi po-
szczegllnym przedzialom. NajczeSciej przedzialy kwantyzacji majgq jednakowa
szerokos$¢ q, nazywang kwantem lub krokiem kwantowania. Liczb¢ M wybiera
sie z reguly jako naturalng potege liczby 2, tj. M = 2°, gdzie b € ..

W wyniku kwantowania sygnal dyskretny x[nTs] zostaje przyblizony sygna-
tem cyfrowym Z[nT}] przybierajacym skonczong liczbg wartosci. Operacj¢ kwan-
towania mozna zapisa¢ formalnie w postaci:

f[nTs] = Q(JJ[RTS]), (6.1)

gdzie @ jest funkcja przyporzadkowujaca probee x(nT) jej warto$¢ skwantowang
Z(nTy). Dobdr funkcji @@ okresla sposéb kwantowania.

W praktyce stosowane sg rézne rodzaje kwantowania zalezne od sposobu
cyfrowej reprezentacji liczb ujemnych. Liczby ujemne w arytmetyce staloprze-
cinkowej przedstawia si¢ w komputerze za pomocg znaku i modutu (kod ZM),
uzupetnienia do jednoSci (kod Ul) lub uzupetnienia do dwéch (kod U2) (por.
np. [1], p. 3.4.1 lub [2], rozdz. 9). Na rys. 6.3 przedstawiono trzy najcze-
Sciej stosowane sposoby kwantowania. Metoda kwantowania przedstawiona na
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rys. 6.3a jest nazywana zaokrgglaniem. W tym przypadku wartoSci prébek z prze-
dziatu —¢/2 < = < q/2 sg przyblizane wartoscig zerowa, wartosci probek z prze-
dziatu q/2 < x < 3q/2—wartoscia ¢ itd. Zaokraglenie moze by¢ stosowane za-
réwno w przypadku kodu ZM, jak i kodéw Ul oraz U2. Na rys. 6.3b,c przedsta-
wiono dwie wersje kwantowania nazywanego obcinaniem. Metoda zilustrowana
na rys. 6.3b jest stosowana w przypadku kodu U2, natomiast metoda zilustrowa-
na na rys. 6.3c—w przypadku kodéw ZM oraz Ul. Nalezy podkresli¢, ze bez
wzgledu na sposéb kwantowania, operacja ta jest operacjg nieliniowa, tzn. sygnat
cyfrowy otrzymany w wyniku skwantowania sumy dwéch sygnatéw dyskretnych
nie jest réwny sumie sygnaléw cyfrowych otrzymanych w wyniku kwantowania
sygnaléw skladowych.

b) ) Ao

2q .
7 |
a4 7/
+ 4 +———
q 29 x 29-q9(,7] 9 29 x
-q I—J-q
7
-2q -2q

Zaokrqglanie Obcinanie Obcinanie
(kody ZM, U1, U2) (kod U2) (kod ZM, U1)

Rys. 6.3. Podstawowe sposoby kwantowania sygnalow

Operacja kwantowania wprowadza specyficzny biad do procesu przetwarzania
sygnalu nazywany bfedem kwantowania:

e[nTs] = z[nTs] — z[nTy). (6.2)

Btad kwantowania jest sygnatem dyskretnym okreSlonym w chwilach prébko-
wania nT i przybierajagcym losowe wartoSci w skoficzonym przedziale o sze-
rokosci réwnej kwantowi g. Dla trzech sposobéw kwantowania przedstawionych
na rys. 6.3 przedziat ten jest réwny odpowiednio: [—¢q/2,q/2] w przypadku za-
okraglania, [—¢, 0] w przypadku pierwszego sposobu ucinania oraz [—gq, 0], jesli
x[nTg] > 0,10, q], jesli x[nTs] < 0, w przypadku drugiego sposobu ucinania. Ze
wzgledu na nieliniowy charakter operacji kwantowania analiza btedu kwantowa-
nia jest trudna, a jego wlasciwosci silnie zaleza od typu sygnatu kwantowanego.
Analize bledu kwantowania przeprowadza si¢ zwykle metodami probabilistycz-
nymi, tzn. sygnal bledu traktuje si¢ jako sygnat losowy. Poniewaz wykazuje on
wlasciwosci zblizone do typowych sygnaléw szumowych, jest nazywany szumem
kwantowania. Szum kwantowania scharakteryzujemy nieco doktadniej w p. 6.7.3.

160



6.1. Ogélne zasady przetwarzania analogowo-cyfrowego sygnaléw 161

6.1.6. Kodowanie

W wyniku kwantowania sygnatu dyskretnego przedzial zmian jego wartosci
zostaje podzielony na M = 2 przedzialéw kwantyzacji. Przedzialy te mozna
woéwczas zakodowaé stowami binarnymi o dtugosci b. Jezeli sygnal zmienia si¢
w zakresie od —X,, do X,,, to wielko§¢ kwantu (réznica miedzy sgsiednimi
poziomami kwantyzacji) jest okreslona wzorem:

2Xm  Xn
Na przyktad, dla typowych przetwornikéw A/C zakres zmian sygnalu napigcia
na ich wejsciu wynosi od —1V do +1 V. Jezeli sygnal zostanie skwantowany na
28 = 256 przedzialéw (b = 8), to wielko§é kwantu wynosi 7,81 mV. Wielkos¢ ta
jest okreslona przez najmniej znaczacy znak binarny (bit) stowa kodowego.

Podkre$lmy, ze operacja kwantowania nie jest realizowana w przetworniku
A/C przez specjalny uklad, a dokonuje si¢ niejako automatycznie w wyniku ko-
dowania kolejnych prébek. W zalezno$ci od wartosci probki uktad formowania
stéw kodowych generuje cigg znakéw binarnych stowa kodowego, ucinajac go na
najmniej znaczacym znaku. Jes§li warto$¢ probki przekroczy okreSlony poziom,
na ostatniej pozycji stowa kodowego wystepuje ,,1”. W przeciwnym przypadku
na pozycji tej wystapi ,,0”

Sposéb przyporzadkowania stéw kodowych poszczegdlnym przedziatom
kwantyzacji okreSla przyjeta metode reprezentacji danych numerycznych w ukta-
dzie przetwarzania. W cyfrowym przetwarzaniu sygnaléw stosowane sg rdézne
reprezentacje danych liczbowych. Ogdlnie mozna je podzieli¢ na stafoprzecinko-
we 1 zmiennoprzecinkowe. Wybdr danej reprezentacji ma bardzo istotny wplyw na
doktadno$¢ obliczen i ztozono$¢ implementacji programowej algorytméw prze-
twarzania. Problematyka ta jest bardzo obszerna i wykracza poza giéwny nurt
naszych rozwazan. Mozna si¢ z nig zapoznaé w [2], rozdz. 9.

Osobnym zagadnieniem jest fizyczny sposéb reprezentacji znakéw binarnych
17 oraz ,,0” w postaci tzw. kodu impulsowego. Znak binarny ,,1” moze by¢ np.
kodowany krétkim impulsem, a znak binarny ,,0” — brakiem impulsu. Innym spo-
sobem jest kodowanie znakéw binarnych ,,1” i ,,0” dwoma réznymi poziomami
napiecia. Stosowane sg réwniez metody kodowania znakéw binarnych za pomoca
przejsé, tj. zmian poziomow napiecia. Najczegsciej stosowane reprezentacje zna-
kéw binarnych ,,17 1 ,,0” za pomocg impulséw elektrycznych zostang oméwione
w p. 12.3.5.
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6.2. Twierdzenie o probkowaniu.
Wersja podstawowa

Prébkowanie jest operacjg, w wyniku ktérej pozyskujemy informacje o war-
toSciach sygnatu analogowego w chwilach prébkowania. Nie zachowujemy przy
tym bezposredniej informacji o zachowaniu si¢ sygnalu migdzy tymi chwilami.
Pojawia si¢ jednak pytanie o znaczeniu zasadniczym: czy, a jeSli tak, to przy
spetnieniu jakich warunkéw, mozemy odtworzy¢ sygnal analogowy na podsta-
wie informacji zachowanej w jego prébkach? Moéwigc doktadniej, powstaje pro-
blem: czy, i przy jakich zatozeniach, znajomos$¢ prébek wystarcza do wyznaczenia
z petna doktadno$cia wszystkich pozostalych wartosci sygnatu migdzy chwilami
préobkowania? Problem ten rozstrzyga twierdzenie o probkowaniu, bedace jednym
z fundamentalnych twierdzen teorii sygnatow.

6.2.1. Przypadek ogdlny

Intuicja podpowiada nam, ze odpowiedZ na postawione wyzej pytanie jest
w og6lnym przypadku negatywna. Gdyby na podstawie zbioru prébek mozna by-
o zawsze z pelng dokiadnoScia odtworzyé sygnat pierwotny, oznaczaloby to, ze
przez prébki (rys. 6.4) mozna przeprowadzi¢ jego wykres tylko w jeden mozli-
wy sposéb. Jest jednak oczywiste, ze — przy braku jakichkolwiek zalozer ograni-
czajacych — probki sygnatu mozna potaczyé na nieprzeliczalnie wiele sposobdw.
Intuicja nas tutaj nie zawodzi. W ogélnym przypadku, bez dodatkowych zatozen
dotyczacych sygnatu i sposobu jego probkowania, nie jest mozliwe jego odtwo-
rzenie z probek z petna dokfadnoscia.

x(2)

—

ol = r

Rys. 6.4. Niejednoznaczno$¢ odtworzenia sygnatu na podstawie prébek

6.2.2. Sygnaly o ograniczonym paSmie

Inaczej przedstawia si¢ sytuacja, gdy spelnione sg pewne warunki ogranicza-
jace. Pierwszy z nich dotyczy struktury widmowej sygnatu, drugi zas, zwigzany
SciSle z pierwszym — czestotliwosci z jakg jest on probkowany.
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Jezeli sygnat nie zmienia si¢ migdzy probkami zbyt szybko, to — méwigc ob-
razowo — na odcinki faczace dwie sasiednie probki sg narzucone pewne wigzy.
Na wigzy te wplywajq rowniez wartoSci dalszych prébek. Sg one tym silniejsze,
im blizej siebie sg potozone kolejne préobki. Jesli prébki sa pobierane dostatecznie
czgsto, wigzy te okazuja si¢ tak silne, ze okreSlaja jednoznacznie przebieg sygna-
Iu miedzy prébkami. Warunek ograniczonej szybko$ci zmian sygnatu oznacza,
ze jego widmo nie zawiera skladowych, ktorych czestotliwosci przekraczaja pew-
ng warto$¢ graniczng. Narzucenie tego warunku prowadzi do wydzielenia klasy
sygnaléw o ograniczonym pasmie.

Definicja 6.1. Sygnat z(t) o widmie X (w) nazywamy sygnatem o ograniczo-
nym pasmie, jezeli istnieje skoficzona warto$¢ pulsacji wi,, taka ze X(w) = 0
dla |w| > wy,. Pulsacje wy, (czgstotliwosé f,, = wp,/2m) nazywamy pulsacjq
(czestotliwosciq) graniczng pasma tego sygnatu.

Sygnalami o ograniczonym pasmie mogg by¢ zaréwno sygnaly o ograniczone;j
energii, jak i ograniczonej mocy §redniej. Do sygnaléw o ograniczonym pasmie
nalezy m.in. idealny sygnat dolnopasmowy (3.38), idealny sygnal waskopasmo-
wy, sygnaly harmoniczne (3.49)-(3.51), a ogdlniej wszystkie sygnaly okresowe
majace skoniczone rozwini¢cia w szereg Fouriera (2.57).

6.2.3. Sformulowanie twierdzenia

Rozwazmy dowolny sygnat x(¢) o paSmie ograniczonym pulsacja w,,. W pod-
stawowej wersji twierdzenia przyjmiemy zalozenie, ze widmo X (w) sygnatu z(t)
nie zawiera skladowych czgstotliwosciowych dla |w| > wy,.

Twierdzenie 6.1 (wersja podstawowa twierdzenia o probkowaniu)

Jezeli widmo X (w) sygnatu x(t) spelnia warunek X (w) = 0 dla |w| > wiy,
to sygnal ten mozna odtworzy¢ z petna dokfadnoScia na podstawie jego prébek
pobieranych z okresem T < 7 /wp,.

Twierdzenie o probkowaniu sformutowal i dowiédt po raz pierwszy Kotielni-
kow w 1933r. W jego ujeciu stanowifo ono jeden z matematycznych rezultatéw
teorii catkowego przeksztatcenia Fouriera. Sformutowanie przyblizajace to twier-
dzenie do zastosowani praktycznych podat w 1949r. Shannon. Z tego wzgledu
w literaturze jest ono nazywane twierdzeniem Kotielnikowa-Shannona.

Z twierdzenia o probkowaniu wynika, ze jesli tylko sygnal o ograniczonym
pasmie jest probkowany dostatecznie czesto, to w zbiorze pobranych prébek zo-
staje zachowana o nim petna informacja. Warunek 75 < 7/wy, jest nazywany
warunkiem Nyquista, a najwiekszy okres probkowania Ts = m/wy,, przy kto-
rym twierdzenie o prébkowaniu jest spelnione — przedziatem Nyquista. Warunek
Nyquista mozna takze zapisa¢ w postaci fs > wy, /m, gdzie fs = 1/T; jest czg-
stotliwoscig prébkowania, lub w najczesciej cytowanej w literaturze postaci:

fs 2 2fm. 6.4)
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Ten ostatni warunek oznacza, ze jeSli probki sygnatu sg pobierane z czgstotliwo-
$cig co najmniej dwa razy wigksza niz czgstotliwos$¢ graniczna pasma sygnaltu, to
na ich podstawie mozna odtworzy¢ sygnat z petng doktadnoscia. Najmniejsza cze-
stotliwos$¢ fs = 2f,, przy ktdrej jest to mozliwe, jest nazywana czestotliwosciq
Nyquista.

Dowdd twierdzenia 6.1 podawany najpierw dla przypadku prébkowania sy-
gnatu z czestotliwosciag Nyquista fs = 2 f,,,. Dowdd tego twierdzenia w przypadku
ogblnym, gdy fs > 2fn, przeprowadzimy nieco péZniej.

6.2.4. Wzor interpolacyjny Kotielnikowa-Shannona

W przypadku, gdy fs = 2f,, stuszne jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.2 (twierdzenie o probkowaniu z czestotliwoSciq Nyquista)

Niech z(t) bedzie dowolnym sygnalem, ktérego widmo spetnia warunek
X(w) =0dla |w| > wy,. Jezeli sygnal ten jest probkowany z okresem T = 7 /wiy,
(czestotliwoscia fs = 2fn,), to jego wartosci miedzy chwilami prébkowania moz-
na odtworzy¢ na podstawie probek x(nTy) zgodnie ze wzorem:

oo
x(t) = Z x(nTs) Sawn, (t —nTy). (6.5)
n=—oo

Wzér (6.5) jest nazywany wzorem interpolacyjnym Kotielnikowa-Shannona.
Wynika z niego, ze znajac probki z(nTs) sygnatu analogowego x(t), mozna obli-
czy¢ jego doktadng warto$¢ w dowolnym punkcie ¢’ miedzy weztami interpolacji,
tj. miedzy probkami okre§lonymi w punktach ¢, = nTs. W tym celu nalezy po-
mnozy¢ wartosci probek przez warto$ci w punkcie ¢’ poprzesuwanych o kolejne
odcinki czasu nT kopii funkcji Sa i otrzymane wyniki zsumowa¢ dla wszystkich

n.

6.2.5. Dowod twierdzenia 6.2 dla klasy sygnalow
0 ograniczonej energii
W przypadku sygnaléw o ograniczonej energii, nalezacych do przestrzeni Hil-
berta L?(—00, 00) sygnaléw o pasmie ograniczonym pulsacjg wy,, dowéd wynika

wprost z rozwinig¢cia sygnatu x(t) w szereg Kotielnikowa-Shannona (por. wzor
(2.64)):

> 1 s
z(t)= > 7 Sai(t —nT,) (6.6)

wzgledem ortonormalnej bazy funkcji Sa:

n=—oo

1

SaTl(t—nTs) = \/msawm(t—nTs) n=0,%1,... (6.7)
n

S

Tn(t) =

3
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Szereg (6.6) byl rozpatrywany w p. 2.4.5 jako jeden z przyktadéw uogdlnionego
szeregu Fouriera. Aby wykazaé stuszno$¢ twierdzenia 6.2, wystarczy uzupeinié
rozwazania tego punktu, dowodzac, ze elementy bazy (6.7) sg ortonormalne oraz
ze wsp6tczynniki funkcji Sa w rozwinigciu w szereg Kotielnikowa-Shannona sa
réwne probkom sygnatu.

Zauwazmy przede wszystkim, ze elementy bazy (6.7) maja jednakowe normy,
gdyz norma sygnatu nie ulega zmianie w wyniku jego przesuni¢cia w czasie. Aby
wykazaé, ze baza (6.7) jest ortonormalna, wystarczy zatem pokazad, ze element
xo(t) = \/wm /T Sawnt jest ortonormalny do kazdego z pozostatych jej elemen-
tOW 2, (1) = /wm /7T Sawn, (t—nTs), n = +1, 42, .... Dowéd przeprowadzimy,
korzystajac z uogdlnionego wzoru Rayleigha (3.33). Zgodnie z parg transformat
(3.38) oraz twierdzeniem o przesunieciu w dziedzinie czasu (3.22) mamy:

Xolw) = Flao)] = /7= 1 (52). 638)
X, (w) = Fza(t)] = Xo(w) e T (6.9)

Uwzgledniajac wzory (6.8) i (6.2.5) we wzorze (3.33), otrzymujemy:

(20, 2n) 12 = 5= (X0, Xn) 12 = 55 [ o0 Xo(w) X5 (w) dw =

Wm

_ 1 rwm 7w _jinTsw _ 1 inTsw
= or ffwm o © dw = oran,

i (6.10)
0 dla n#0,

= Sa(nTswp,) = Sa(nn) = {1 da neo

co dowodzi ortonormalnosci bazy (6.7).
Wspétczynniki o, szeregu (6.6) sa okreslone przez iloczyny skalarne (por.
wzér (2.30)):
an = (z,x,) = (a:(t), VW /T Sawm,(t — nTs)) . (6.11)

W celu ich obliczenia skorzystamy ponownie z uogdlnionego wzoru Rayleigha
(3.33). Uwzgledniajac w tym wzorze wzory (6.8) i (6.2.5), otrzymujemy:

[e.o]

1 1 *
QOn = (x:xn)LE = g(Xa Xn)rz = Gy X(w)Xp(w) dw =
—00
Wm
1 .
=/ = |= / X (w) T dw
Wm | 2
—iom
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Zauwazmy, ze zgodnie ze wzorem (3.4), okreSlajagcym odwrotng transformate
Fouriera, wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest réwne wartosci sygnatu x(t)
w punkcie nT%, a wiec jego probce w tym punkcie. Otrzymujemy zatem réwnos¢:

= | 2=a(nTy) = /Ta(nT), (6.12)

ktéra po uwzglednieniu w szeregu (6.6) dowodzi stusznosci wzoru (6.5).

Podany dowdd jest stuszny tylko dla sygnatéw o ograniczonej energii. W przy-
padku dowolnych sygnaléw, a wigc takze sygnaléw o ograniczonej mocy, dowdd
jest oparty na odmiennym rozumowaniu, w ktérym wykorzystuje si¢ dystrybucyj-
ng reprezentacj¢ sprobkowanego sygnatu z(t) za pomoca impulsowego sygnatu
sprobkowanego z5(t) = > o2 x(nTs)d(t — nTs) (por. rys. 1.27) oraz pojgcie
idealnego analogowego filtru dolnoprzepustowego. Formalna definicja idealnego
dolnoprzepustowego filtru analogowego oraz sposoby jego matematycznego opi-
su zostang omoéwione doktadnie w 7.5.4. Dla celéw dowodu twierdzenia o préb-
kowaniu ograniczymy si¢ w tym miejscu jedynie do scharakteryzowania jego
elementarnych wlasciwosci.

6.2.6. Idealny filtr dolnoprzepustowy

Idealnym filtrem dolnoprzepustowym nazywamy ukfad, ktéry przetwarza sy-
gnal wejsciowy z(t) w sygnal wyjsciowy y(¢) w taki sposdb, ze przenosi bez
zmian wszystkie sktadowe czgstotliwosciowe sygnatu wejsciowego do pewnej pul-
sacji granicznej wy i usuwa z tego sygnalu sktadowe o pulsacjach wigkszych od
wg. Widmo Y (w) sygnatu na wyjsciu idealnego filtru dolnoprzepustowego jest
wige zwigzane z widmem X (w) sygnatu wejSciowego zaleznoscia:

Y (w) = X(w) <2°"wg) . (6.13)

Poniewaz mnozeniu w dziedzinie czestotliwosci odpowiada splot w dziedzinie
czasu, sygnal na wyjsSciu filtru jest zwigzany z sygnalem wejSciowym zaleznoScig
splotowg (por. par¢ transformat (3.38)):

y(t) = a(t)  F L [I‘I <2”wgﬂ = a(t) % Saw,t. (6.14)

6.2.7. Dowod twierdzenia 6.2 dla dowolnych sygnatow

Kolejne kroki dowodu sg zilustrowane na rys. 6.5. Po lewej stronie sg wy-
kreslone odpowiednie sygnaly, po prawej zas —ich widma. Dla wygody ilustracji
zaktadamy, ze widma sg rzeczywiste. Wykresy umieszczone naprzeciwko siebie
tworza pary transformat Fouriera.
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a) (1) b) X()
0 . -0, 0 0, o
Ts
) A 5 d7,(0) nx d) ‘ . 52wm(a)|)
0 "JTS“‘ t= 2w, ol 2w, :
e) A x5 () 1) X(@)* 02, (@)

20,-0, 0 o, 20,

h) 1“ Mew/2w,,)

Sy

i) x(?) J) A X(w)

Sy

t 0, 0 (U

Rys. 6.5. Ilustracja dowodu twierdzenia o prébkowaniu z czgstotliwoscia Nyquista fs = 2 fp,

Zauwazmy, ze jezeli widmo X (w) sygnatu z(t) o paSmie ograniczonym pul-
sacja wy, (rys. 6.5b) powielimy okresowo z okresem 2wy, (rys. 6.5f), a nastgpnie
z powielonego widma odfiltrujemy za pomoca idealnego filtru dolnoprzepusto-
wego o pulsacji granicznej wy = w,, powielone kopie (rys. 6.5h), to otrzymamy
ponownie widmo pierwotne X (w) (rys. 6.5j). Wynika stad, ze operacje powielenia
okresowego widma i idealne;j filtracji dolnoprzepustowej sa operacjami odwrotny-
mi wzglgdem siebie. Powielenie okresowe widma X (w) uzyskujemy w wyniku
splecenia go z dystrybucja grzebieniowg da,,, (w) o okresie 2w, (rys. 6.5d),
a wiec operacje te mozemy zapisa¢ wzorem:

X (w) = [X(w) * 620, ()] 1 <°"> . (6.15)

2w,

167



6.2. Twierdzenie o probkowaniu. Wersja podstawowa 168

Dokonamy teraz odwrotnego przeksztatcenia Fouriera obu stron réwnosci (6.15),
uwzgledniajac przy tym kolejno: twierdzenie o splocie w dziedzinie czasu (3.30),
twierdzenie o splocie w dziedzinie czgstotliwosci (3.31), pary transformat Fourie-
ra (3.38) i (3.54) oraz wlasciwos$¢ splotu dystrybucji Diraca. Otrzymamy:

x(t) = [27rx(t)2cim6TS (t)] * w7m Sawpt = [z(t)or, (t)] * Sawn,t =

* Sawpy,t = Z x(nTs) Sawn, (t —nTy).

n=—oo

= [ Z x(nTs)d(t — nTs)

n—=—oo

(6.16)

Ostatnia réwnos$¢ dowodzi teze twierdzenia 6.2.

6.3. Probkowanie sygnatu z dowolnga
czestotliwoscig

6.3.1. Przypadek f; > 2f,,. Dowdd twierdzenia 6.1

Stosujac analogiczne rozumowanie jak w p. 6.2.7, wyprowadzimy obecnie
wzor interpolacyjny okre§lajacy sposéb odtwarzania sygnatu z prébek pobiera-
nych z dowolng czestotliwoscia wieksza od czestotliwosci Nyquista. Udowodnimy
tym samym tez¢ twierdzenia 6.1. Dowdd jest zilustrowany na rys. 6.6.

Probkowanie sygnatu z czgstotliwoscig wiekszg od czestotliwo$ci Nyquista
oznacza, ze probki sg pobierane z okresem Ts < 7/wy, (rys. 6.6c,e). W wyniku
tego widmo sygnatu zostaje powielone okresowo z okresem wy = 27 /Ts > 2wy,
(rys. 6.6d,f). Pomiedzy powielonymi kopiami widma wystepuja wéwczas pasma
puste o szerokoSci ws — 2wy, (rys. 6.6f). Widmo pierwotne mozna zatem odtwo-
rzy¢ bez znieksztalceri z widma powielonego, stosujac idealny filtr dolnoprze-
pustowy o czestotliwosci granicznej wq, ktéra moze przybiera¢ dowolng wartos¢
z przedzialu wy, < w1 < ws — wyy, (rys. 6.6h,j). Operacje wykonane w dziedzinie
czestotliwosci na widmie sygnatu mozna w tym przypadku zapisa¢ wzorem:

X() = K@) # 8, IN (52) 6.17)

2wy

skad po przejsciu do dziedziny czasu otrzymujemy:
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a) x(7) b)

X(w)

i) 7 A X(w
X)) o<w/2 . @)

) SIEG) =5 =~

$s 8 w

Rys. 6.6. Ilustracja dowodu twierdzenia o prébkowaniu w przypadku fs > 2fp,

x(t) = [2”w<t>jén <t>} + 1 Sawyt = 21
s T

S

[x(t)or, ()] * Sawit =

o0

2
- L:l > x(nTy)Sawi(t — nTy). (6.18)

n=—oo

Ze wzoru (6.18) wynika, ze w celu odtworzenia sygnatu nalezy przemno-
zy¢ przeskalowane w stosunku 2w; /ws probki z(nTs) przez kolejne przesunigte
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o nTy kopie sygnalu Sa o pulsacji oscylacji okreslonej pulsacjg graniczng fil-
tru wq.

6.3.2. Przypadek f; < 2f,,. Aliasing

Jesli sygnat jest probkowany z czestotliwoScig mniejsza od czestotliwoSci Ny-
quista (rys. 6.7c,e), powielone okresowo kopie widma nakladaja si¢ na siebie
(rys. 6.7f). Odzyskanie nieznieksztalconego widma X (w) jest w takim przypad-
ku niemozliwe. Efekt naktadania si¢ sgsiadujacych kopii widma jest nazywany
aliasingiem. Aliasing powoduje, ze w wyniku filtracji idealnym filtrem dolno-
przepustowym o pulsacji granicznej w,, (jego charakterystyka jest wykre§lona na
rys. 6.7f linig przerywang) odzyskujemy sygnat Z(t), znieksztalcony w poréw-
naniu z sygnatem pierwotnym z(t). Widmo tego sygnatu zawiera takze czesci
widma pochodzace z sgsiednich powielonych kopii. Popetniany przy tym btad
jest nazywany bledem aliasingu. Blad ten jest tym wigkszy, im mniejsza jest
czgstotliwo$¢ probkowania. Do kwestii tej powrdcimy jeszcze w p. 6.5.2.

a) x(?) b) X()

e)

1"‘(’1/]/

0

Rys. 6.7. Ilustracja twierdzenia o prébkowaniu w przypadku fs < 2fn,
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6.4. Odtwarzanie sygnalu z probek

Z teoretycznego punktu widzenia sposéb odtwarzania sygnatu z prébek okre-
Slajg wzory interpolacyjne: wzér Kotielnikowa-Shannona (6.5) —jesli prébki sg
pobierane z czestotliwoscig Nyquista fs = 2f,, lub jego ogdlniejsza wersja
(6.18) —jesli probki sa pobierane z dowolng czestotliwoscia fs > 2f,,. Postugu-
jac sie tablica wartosci funkcji Sa, mozna na podstawie tych wzoréw wyznaczaé
numerycznie warto$¢ sygnatu w dowolnej chwili miedzy chwilami prébkowania.

Wzory interpolacyjne sa silnymi wynikami teoretycznymi, jednak ich znacze-
nie praktyczne jest niewielkie. Ze wzgledu na nieskoficzong liczbe sumowar, jakie
nalezy wykona¢, oraz skoficzong, z konieczno$ci, rozdzielczos¢ tablicy wartosci
funkcji Sa, odtworzenie sygnatu ta metoda wymaga znacznego naktadu oblicze-
niowego i moze by¢ przeprowadzone jedynie z pewnym przyblizeniem.

W praktyce operacja odtwarzania sygnatu z prébek jest dokonywana ukfado-
wo. W zaleznodci od zastosowania jest ona realizowana w rézny sposéb. W za-
gadnieniach cyfrowego przetwarzania sygnaléw odtwarzanie sygnatu z prébek jest
realizowane za pomoca przetwornika C/A oraz, w razie potrzeby, korekcyjnego
filtru dolnoprzepustowego. W tzw. impulsowych systemach transmisji sygnatéw
(por. p.12), odtwarzanie odbywa si¢ drogg filtracji dolnoprzepustowe;.

6.4.1. Odtwarzanie sygnalu przez przetwornik C/A.
Metoda schodkowa

W systemach cyfrowego przetwarzania sygnaléw sygnal analogowy x(t) jest
reprezentowany slowami binarnymi otrzymanymi np. na wyjSciu procesora Sy-
gnatowego. W celu odtworzenia sygnatu x(t¢) na podstawie reprezentujacych go
sléw sa one podawane na wejScie przetwornika C/A, ktérego zadaniem jest ich
przetworzenie na sygnal Z(t), mozliwie wiernie przyblizajacy sygnat faktyczny
x(t).

W przetworniku C/A na podstawie kolejnych stéw binarnych sg formowane
probki. Kazdej probce odpowiada okreslony poziom napigcia. Z prébek jest na-
stepnie formowany sygnat analogowy na wyjsciu przetwornika. Najprostszym spo-
sobem wytworzenia tego sygnalu jest podtrzymanie napi¢ecia w danym przedziale
prébkowania na stalym poziomie, odpowiadajagcym warto$ci biezacej probki. Po-
ziom ten jest utrzymywany do chwili uformowania nowej prébki. W chwili tej
nast¢puje skokowa zmiana napigcia do poziomu odpowiadajgcego wartosci nowej
prébki. Na wyjsciu przetwornika zostaje tym samym wytworzony przedziatami
staly sygnat napieciowy Z(t), nazywany sygnatem schodkowym (rys. 6.8).

Opisana metoda odtwarzania sygnatu z prébek jest nazywana ekstrapolacjq
zerowego rzedu lub prosciej metodq schodkowq. Metoda schodkowa nie jest zbyt
doktadna, ale fatwa do realizacji technicznej i z tego wzgledu czgsto stosowa-
na w typowych rozwiazaniach przetwornikéw C/A. Blad odtwarzania sygnalu
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‘

N
- -
N

Rys. 6.8. Metoda schodkowa odtwarzania sygnalu z prébek

metoda schodkowa jest tym mniejszy, im mniejszy jest przedzial dyskretyzacji
sygnalu 7. Schodki sa wéwczas krétsze i sygnat schodkowy Z(t) wierniej przy-
bliza sygnat odtwarzany x(t¢). Male bledy odtwarzania mozemy zatem uzyskac,
probkujac sygnaly z czestotliwoscig znacznie wigkszg od czestotliwosci Nyqu-
ista. Btad odtwarzania sygnalu pociaga oczywiscie za sobag znieksztalcenia jego
widma. Z analizy tych znieksztalcen (przeprowadzimy ja w punkcie nastepnym)
wynikaé bedzie sposéb korekcji bledéw odtwarzania.

Znacznie wigksza doktadno$¢ odtwarzania sygnatu z prébek mozemy uzy-
skad, stosujac ekstrapolacje pierwszego lub wyzszych rzedéw. W ukladzie eks-
trapolatora pierwszego rzedu probki sygnatu sa taczone odcinkami linii prostych,
drugiego rzedu — odcinkami parabol itd. Zastosowanie ekstrapolatoréw wyzszych
rzedéw pociaga jednak za soba znaczny wzrost zlozonos$ci ukladowej przetwor-
nika C/A.

6.4.2. Znieksztalcenia widma sygnatu przy odtwarzaniu
metodg schodkowg

Sygnatl schodkowy mozna traktowac jako sume przesunig¢tych o odcinki czasu
nIs impulséw prostokgtnych o czasie trwania T i amplitudach réwnych warto-
Sciom kolejnych prébek. Jezeli impuls prostokatny o jednostkowej amplitudzie
i czasie trwania 0 < t < Ty oznaczymy:

t—1Ts/2 1 dla 0<t<T,
p(t) =T1 </ > = . (6.19)
T 0 dla pozostalych ¢,

to sygnat schodkowy utworzony na podstawie ciggu prébek z(nTs) mozna zapisaé
W postaci:

o0

Bt)= > a(nTy)p(t —nT). (6.20)

n=—oo

Zauwazmy, ze sygnal (6.20) mozna przedstawi¢ jako splot impulsowego sygnatu
sprébkowanego (3.56) z impulsem prostokatnym (6.19). Istotnie, z wtasciwosci
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splotu dystrybucji Diraca (1.19) wynika, ze:

o0 o)

p(t)* Y a(nT)s(t —nTy) = Y a(nTy)[p(t) * 5(t — nTy)] =
= Y a(nT)p(t — nTy) = i(t).

Zgodnie z twierdzeniem o splocie w dziedzinie czasu widmo sygnatu schodko-
wego (6.20) jest zatem iloczynem

X (w) = P(w)Xs(w) (6.21)

widma / (Cu) iIIlPlllSu pr()St()kqtlleg() [)I'ZGSl.llli@teg() o 1 5/2 (pOI'. wzory (33)
(("‘) 'jssa(WIS/Q)e j(w,ls/2)

i widma X (w) impulsowego sygnalu sprébkowanego x4(t). Poniewaz widmo
Xs(w) jest (z doktadnoscig do wspdtczynnika 1/7T5) powieleniem okresowym
z okresem wgs = 27/Ts widma X (w) sygnatu odtwarzanego x(t) (por. wzor
(3.58)):

1 o0
Xs(w) = T Z X(w — nws), ws = 271/ Ty,

n=—oo

zatem sygnatu schodkowego przybiera postac:

X (w) = Sa(wTy/2) e T2 3" X (w — nw,). (6.22)

n=—oo

Na rys. 6.9b przedstawiono wykres widma amplitudowego | X (w)| sygnatu
schodkowego w przypadku, gdy widmo amplitudowe |X (w)| sygnalu odtwarza-
nego ma ksztaltt pokazany na rys. 6.9a. Z wykresu tego wynika charakter znie-
ksztatcenn widma |X (w)|. Oprécz pozadanego segmentu centralnego, w widmie
| X (w)| wystepuja segmenty boczne skupione wokét pulsacji kws. Calo$é jest
znieksztatcona multiplikatywnie obwiednig o ksztalcie funkcji Sa. W przypadku,
gdy czestotliwo$¢é probkowania f; niewiele tylko przekracza czestotliwo$é Ny-
quista 2f,,, znieksztatcenie centralnego segmentu widma | X (w)| w stosunku do
widma | X (w)]| jest znaczne, zwlaszcza na kraficach pasma sygnatu, tj. w pobli-
zu punktow “+w,,. Przy zwiekszaniu czestotliwo$ci prébkowania, tj. krétszych
schodkach, obwiednia Sa przybiera w przedziale |w| < w,,, bardziej plaski ksztalt
i znieksztalcenia segmentu centralnego sa mniejsze. Jednocze$nie segmenty bocz-
ne oddalaja si¢ od segmentu centralnego, a ich poziom maleje. Z reguly jednak
czestotliwo$¢ probkowania jest ustalona i zmniejszanie tg drogg znieksztalceri to-
warzyszacych odtwarzaniu sygnatu metoda schodkowq jest niemozliwe.
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a) X(w)

Rys. 6.9. Doktadne widmo amplitudowe sygnatu (a), widmo amplitudowe sygnatu odtworzonego
metoda schodkowa (b) oraz charakterystyka filtru wygtadzajacego (c)

Praktyczny sposéb korekcji bledéw powstajacych przy odtwarzaniu sygnatu
z prébek metodg schodkowa wynika wprost z wykresu widma amplitudowego sy-
gnalu schodkowego. Jak wida¢, w celu korekcji widma sygnatu odtworzonego,
na wyjsciu przetwornika C/A nalezy zastosowad filtr dolnoprzepustowy o cha-
rakterystyce filtracji uksztattowanej w taki sposob, aby w przedziale |w| < wi,
przybierata ona ksztalt odwrotnosci funkcji Sa (rys. 6.9c). Filtr ten usuwa boczne
segmenty widma | X (w)| i zarazem koryguje znieksztalcenia segmentu centralne-
go. W dziedzinie czasu efektem dzialania filtru korekcyjnego jest ,,wygladzenie”
schodkéw sygnalu odtworzonego. Z tego wzgledu jest on nazywany niekiedy fil-
trem wygladzajqcym.

6.4.3. Odtwarzanie sygnalu w impulsowych systemach
transmisji sygnatow

Celem systeméw transmisji sygnaléw jest przestanie na odlegto$¢ mozliwie
doktadnej informacji o sygnale. Jednym z trzech podstawowych rodzajow syste-
méw transmisyjnych sg—obok systeméw analogowych i systeméw cyfrowych —
systemy impulsowe transmisji sygnatéw. W impulsowym systemie amplitudowym
PAM (oméwimy go doktadniej w p. 12.1) informacja o Zrédtowym sygnale ana-
logowym (sygnale informacyjnym) x(t) jest zakodowana w nadajniku w ampli-
tudach odpowiednio uksztattowanych krétkich impulséw o stalym czasie trwania,
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ktére s nastepnie transmitowane do odbiornika co przedziat prébkowania 7. Teo-
retycznym modelem takiego ciggu impulséw jest impulsowy sygnal sprébkowany
(3.56) powstaly w wyniku mnozenia sygnatu z(t) przez dystrybucj¢ grzebienio-
wa o okresie 7. Taki sposéb tworzenia sygnatu sprébkowanego jest nazywany
probkowaniem idealnym.

Ze wzgledu na nierealizowalno$¢ fizyczna dystrybucji Diraca probkowanie
idealne ma znaczenie jedynie teoretyczne. W praktyce cigg impulséw Diraca jest
aproksymowany unipolarng fala prostokatng (rys. 6.10c) o okresie T, jednost-
kowej amplitudzie impulséw i czasie ich trwania 7 < Ts. Sygnal sprébkowany
przybiera wéwczas postaé (rys. 6.10e):

o0

zo(t) =) S 11 <t - ”TS> . 6.23)

T

n=—oo

Zauwazmy, ze impulsy transmitowane w tym systemie nie sg prostokatne, lecz
w czasie trwania przybierajg ksztalt sygnatu x(t). Taki sposéb formowania prébek
jest nazywany prébkowaniem naturalnym.

%) x(1) 4 X()

t

ey

f) H(jow)__ f(S(CO)

Rys. 6.10. Probkowanie naturalne

6.4.4. Probkowanie naturalne

Przeanalizujmy spos6b odtwarzania po stronie odbiorczej sygnalu z(t) z sy-
gnatu z4(t) sprobkowanego naturalnie. W tym celu rozpatrzmy widmo X (w)
sygnalu sprébkowanego, przy zalozeniu probkowania z przedzialem Nyquista
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Ts = m/wp, gdzie wy, jest maksymalng pulsacja widma X (w) sygnatu z(t).
Poniewaz mnozeniu sygnatéw odpowiada splatanie ich widm, zatem

X, (w) = %X(w) LY (W), 6.24)

gdzie Y (w) jest widmem unipolarnej fali prostokatnej. Zgodnie ze wzorem (3.53)
widmo to ma postac:

N T ™
Y(w) =2m Z T Sa (mrTs) 0w —2nwp,), wm = T (6.25)

Tak wiec:

=£;X:%Q”£)XW_%WJ (6.26)

n=—0oo

Widmo X (w) jest pokazane na rys. 6.10f. Jest ono ciggiem nieznieksztalconych
kopii widma X (w) powtarzanych co 2w,,. W przeciwienistwie do prébkowania
idealnego ich wysokoSci nie sg jednakowe (por. wzér (3.58)), lecz okreSlone przez
wartosci funkcji (7/7s) Sa(Tw/2) w punktach 2nw,. Poniewaz ksztalt Srodkowe-
go segmentu widma X,(w) jest identyczny jak widma X (w), sygnat z(t) mozna
odtworzy¢ w odbiorniku bez znieksztalcent za pomoca idealnego filtru dolnoprze-

pustowego o charakterystyce:
T
SH(“’). (6.27)
T 2w,

Przeprowadzona analiza pozostanie stuszna, jesli fale prostokatng zastapimy
jakimkolwiek innym okresowym ciggiem krétkich impulséw prébkujacych o okre-
sie Ty < 7/wy, (rys. 6.11). Mnozeniu sygnatu informacyjnego z(t) przez ten cigg
odpowiada zawsze splatanie widma X (w) z dystrybucyjnym widmem tego cig-
gu. Widmo sygnatu sprébkowanego bedzie zatem ciagiem nieznieksztalconych
kopii widma X (w). W szczegblnosci ksztalt widma X (w) zostanie zachowany
w $rodkowym segmencie widma Xg(w) sygnalu sprobkowanego. Wynika stad,
ze w przypadku prébkowania naturalnego, bez wzgledu na ksztalt stosowanych
impulséw prébkujacych, mozna zawsze odzyskaé po stronie odbiorczej nieznie-
ksztatcony sygnal informacyjny, za pomocgy filtru dolnoprzepustowego.
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Rys. 6.11. Ciag probkujacych impulséw szpilkowych (a) i sygnat sprébkowany tym ciggiem (b)

6.4.5. Probkowanie chwilowe

W nieco odmienny sposéb jest formowany sygnal sprobkowany w systemie
probkowania chwilowego (rys. 6.12). W systemie tym co przedzial czasu T, wy-
twarzany jest w nadajniku krétki impuls prostokatny o czasie trwania 7 < Tg,
ktérego amplituda jest proporcjonalna do warto$ci biezacej probki x(nTs) sy-
gnatu informacyjnego x(t). Otrzymany w ten sposéb sygnal sprobkowany jest
pokazany na rys. 6.12e.

Prébkowanie chwilowe jest nazywane prébkowaniem typu sample and hold
(sprébkuj i podtrzymaj). W przeciwienistwie do probkowania naturalnego, wytwo-
rzenie sygnatu sprébkowanego chwilowo nie wymaga stosowania ukfadu mnoza-
cego. W praktyce stosowane sg w tym celu proste uktady prébkujgco-pamietajgce.

Jezeli prostokgtny impuls probkujacy o czasie trwania 7 (rys. 6.12¢) ozna-
czymy:

pr(t) =1 <t7/2>, (6.28)

T

to sygnal sprobkowany w systemie probkowania chwilowego mozna w zapisaé
W postaci:

o0

zo(t) = Y a(nTy)p-(t — nT), (6.29)

n=—0oo

Mechanizm generacji tego sygnatu jest podobny jak w przypadku sygnatu schod-
kowego (6.20). Sygnal (6.29) rézni si¢ od sygnalu (6.20) jedynie czasem trwa-
nia schodkéw. W sygnale schodkowym czas trwania poszczegdlnych schodkéw
jest réwny catemu przedziatowi probkowania T, natomiast w przypadku sygnatu
sprébkowanego chwilowo jest on matym utamkiem tego przedziatu. Aby wyzna-
czy¢ widmo X (w) sygnatu (6.29), wystarczy zatem powt6rzy¢ rozumowanie z p.

177



6.4. Odtwarzanie sygnalu z probek 178

a) x() b) X(o)

=y
ey

9 0 a) Iy L0

Rys. 6.12. Probkowanie chwilowe

6.4.2, uwzgledniajac we wzorze (6.22) réznicg w czasie trwania impulséw prosto-
katnych. Przy zatozeniu granicznego przedziatu prébkowania Ty = 7/wy, widmo
to przybiera postac (rys. 6.12f):

Xs(w) = % Sa(wr/2) eI @T/2) Z X(w = 2nwp,). (6.30)

n=—oo

Jak wynika z tego wzoru, widmo sygnatu sprébkowanego chwilowo jest ciagiem
kopii widma X (w) sygnatu informacyjnego znieksztatconych obwiednig o ksztal-
cie funkcji Sa. Z uwagi na krétki czas 7 impulséw prébkujacych obwiednia ta jest
znacznie bardziej rozciggni¢ta w czasie i tym samym bardziej ptaska w przedzia-
le |w| < wy, W poréwnaniu z obwiednig widma sygnalu schodkowego pokazang
na rys. 6.9b. Znieksztatcenia Srodkowego segmentu widma X(w) sg w tym przy-
padku znacznie mniejsze, tym mniejsze, im mniejszy jest czas 7 trwania impul-
sOw w poréwnaniu z okresem probkowania 7. Sygnat informacyjny w systemie
prébkowania chwilowego moze by¢ wiec odtworzony w odbiorniku za pomoca
idealnego filtru dolnoprzepustowego, z ewentualng korekcjg jego charakterystyki
analogiczng jak w przypadku odtwarzania sygnatu z probek metoda schodkowa.
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6.5. Odstepstwa od idealnych zalozen
twierdzenia o probkowaniu

W przeprowadzonych dotad rozwazaniach zaktadaliSmy, ze warunki, przy kt6-
rych stuszne jest twierdzenie o probkowaniu, sg spetnione w sposéb Scisly. Za-
ktadaliSmy réwniez idealny charakter operacji prébkowania i odtwarzania sygnatu
z probek. W rzeczywistosci zalozenia te mogg byé speinione jedynie z pewnym
przyblizeniem. W tym punkcie przedyskutujemy odstepstwa od zatozeri idealnych
oraz wynikajace stad bledy w praktycznej realizacji operacji probkowania i odtwa-
rzania sygnatéw. Analiza tych odstepstw ma istotne znaczenie dla prawidlowego
stosowania w praktyce cyfrowych metod przetwarzania sygnatéw.

6.5.1. Konsekwencje warunku ograniczonoSci pasma

Podstawowym zalozeniem twierdzenia o prébkowaniu jest warunek ograni-
czonego pasma sygnatu. Ograniczone pasmo moga mieé jednak tylko takie sy-
gnaly, ktérych czas trwania jest nieskoficzony. Stwierdzenie to mozna uzasadnic,
przeprowadzajac nastgpujace proste rozumowanie.

Jesli sygnal x(f) ma widmo X (w) ograniczone pulsacjg wp,, to widmo to
mozna przedstawi¢ w postaci tozsamosciowej réwnosci:

2Wm

X(w) = X(w)|—|< d ) (6.31)

Z réwnosci tej wynika z kolei réwnowazna tozsamo$§¢ w dziedzinie czasu:

z(t) = z(t) * w7m Sawpt. (6.32)
Poniewaz sygnat Sa przybiera niezerowe wartoSci w nieskoficzonym przedziale
czasu, wiec jego splot z dowolnym sygnatem z(t) daje w wyniku sygnat przy-
bierajagcy niezerowe warto$ci réwniez w przedziale nieskoniczonym. Tak wiec,
przyjmujac we wzorze (6.32) skoriczony czas trwania sygnatu z(t), dochodzimy
do sprzecznosci.

Z przeprowadzonego dowodu wynika, ze doktadna informacja o sygnale moze
by¢ zapamigtana w jego probkach jedynie wtedy, kiedy jest on sygnatem o nie-
skoficzonym czasie trwania. Niezaleznie od podanego dowodu, wniosek ten jest
konsekwencja ogdlnego, dobrze znanego w teorii obwodow, twierdzenia Paleya-
Wienera (por. np. [3], p. 9.4.3-C), zgodnie z ktérym kazdy sygnal okreslony
w skoficzonym przedziale czasu ma widmo o pasmie nieograniczonym.
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6.5.2. Blad aliasingu

Sygnaly fizyczne wystepujace w rzeczywistoSci moga by¢ obserwowane i ba-
dane jedynie w skorficzonym przedziale czasu. Sq one zatem zawsze sygnalami
o skoficzonym czasie trwania i nie spelniaja, $ciSle rzecz biorgc, warunkéw twier-
dzenia o probkowaniu. Warunki te mogg spetniaé jedynie ich modele teoretyczne.
Sygnaly fizyczne sa wiec sygnatami o nieograniczonym pasmie.

Z reguty jednak widmo kazdego sygnatu fizycznego przybiera powyzej pewnej
czestotliwosci progowej warto$ci pomijalnie male. Dla réznych sygnatéw wartosé
czgstotliwosci progowe;j jest rézna, ale dla danego typu sygnaléw mozna jg zawsze
wzglednie doktadnie okresli¢. Na przyktad, maksymalna czgstotliwo$¢ pasma sy-
gnaléw akustycznych jest okreSlona progiem slyszalnosci ucha ludzkiego, ktéry
w typowych przypadkach wynosi okoto 20 kHz. Sygnaly akustyczne wystarczy
zatem probkowac z czestotliwoScig 40 kHz, popelniajgc przy tym btad catkowicie
pomijalny z punktu widzenia jakosci ich przetwarzania. Co wigcej, badania wyka-
zaly, ze dominujgca cz¢$¢ widma sygnatu mowy jest zawarta w pasmie do 3,3 kHz,
a wiec sygnal mowy mozna byloby préobkowac juz z czestotliwoscig 6,6 kHz, bez
popelnienia istotnego btedu. W rzeczywistosci w cyfrowych systemach telefonicz-
nych sygnaly sg probkowane ze standardowg czestotliwoscia 8 kHz, zapewniajaca
nie tylko dostateczng jako$¢ sygnalu, ale rowniez separacje widmowa transmi-
towanych sygnatéw. Podobnie, w systemach radiofonicznych, czy telewizyjnych
sygnaly sa transmitowane w $ciSle okres§lonych pasmach, poza ktérymi ich ge-
sto$¢ widmowa, skupiona w tzw. ,,ogonach” widmowych, jest szczatkowa. Nawet
w przypadku sygnaléw szerokopasmowych, np. szumowych, zawsze mozna wy-
réznié czestotliwo$¢é progowa, cho¢ by¢ moze bardzo duzg, powyzej ktérej ich
gestos¢ widmowa jest pomijalna.

Jezeli jednak na prébkowanie realnych sygnaléw o skoiiczonym czasie trwa-
nia spojrzymy w pelni Scisle z teoretycznego punktu widzenia, to przyjmujac za
czgstotliwosé progowa sygnatu x(t) pewna czgstotliwosé f,, i probkujac go z czg-
stotliwoscig 2 f,,, popetniamy przy odtwarzaniu sygnalu z tak pobranych prébek
pewien blad aliasingu (por. p. 6.3.2). Powielone w wyniku prébkowania kopie
widma X (w) sygnalu z(t) naktadajg sie bowiem wtedy na siebie swoimi ,,ogona-
mi” i stosujac idealny filtr dolnoprzepustowy o pulsacji odciecia w,, = 27 fi,,, nie
mozemy odzyskaé nieznieksztatconego widma X (w) (rys. 6.13a). Znieksztatcenie
widma na wyjsciu takiego filtru wystepuje zaréwno w zakresie pulsacji w < wpy,,
w ktérym nast¢puje naktadanie si¢ kopii widmowych i w rezultacie zwigkszenie
gestosci widmowej, jak i w zakresie w > w,,, w ktorym filtr usuwa z sygnatu
wystepujace w jego widmie sktadowe. Za miar¢ bledu odtwarzania spowodowa-
nego aliasingiem mozna zatem przyja¢ w przyblizeniu sume pdl zaznaczonych
na rys. 6.13a.
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“ X(f) Blqd aliasingu

R I
)

Blqd uciecia
pasma

0 A 7

Rys. 6.13. Poréwnanie btgdu aliasingu i btedu ucigcia pasma

6.5.3. Filtr ochronny. Blad uci¢cia pasma

Jesli powyzej ustalonej czestotliwosci progowej widmo sygnatu fizycznego
jest pomijalne, to prébkujac go z czgstotliwoscig co najmniej dwukrotnie wiek-
sza od czgstotliwoSci progowej, popelniamy blad aliasingu na tyle maly, ze nie
ma on istotnego wplywu na dokladnos¢ dalszego przetwarzania sygnatu. Czesto
jednak, z uwagi na ograniczong szybkoscig dziatania uktadéw prébkujacych ja-
kimi dysponujemy, warunek ten nie moze by¢ w praktyce spetniony. W takich
przypadkach btad aliasingu moze by¢ znaczacy.

W celu ztagodzenia skutkéw aliasingu stosowany jest zwykle dolnoprzepusto-
wy filtr ochronny (antyaliasingowy), ktérego zadaniem jest uci¢cie pasma sygnatu
na pewnej czestotliwosci f,,, przed jego probkowaniem (rys. 6.13b). Probkujac
sygnat otrzymany na wyjsciu filtru ochronnego z czestotliwoscia 2 f;,, 1 odtwarza-
jac z tak pobranych prébek sygnal pierwotny, popetniamy btad nazywany bfedem
uciecia pasma. Za miare tego btedu mozna przyjaé pole zaznaczone na rys. 6.13b.

Z poréwnania rys. 6.13a i b wynika, ze przy zalozeniu tej samej czestotli-
wosci fp, 1 tej samej czestotliwosci probkowania 2 f,,, btad aliasingu jest zawsze
mniejszy od btedu uciecia pasma. Dowodzi to celowosci stosowania filtru ochron-
nego.

6.5.4. Miara bledu uci¢cia pasma
Ucigcie pasma sygnatu x(¢) filtrem ochronnym o pulsacji odcigcia wy, jest

réwnowazne aproksymacji tego sygnatu sygnatem

:c(t;wm):% / X (w) & dw, (6.33)

—Wm
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ktérego widmo przybiera wartosci niezerowe tylko w przedziale |w| < wyy,. Sy-
gnat

e(tywm) = x(t) — z(t; wm) (6.34)

jest sygnatem bledu aproksymacji. Widmo tego sygnalu ma skladowe zawarte
jedynie w pasmie |w| > wyy,.

W przypadku sygnaléw o ograniczonej energii za miare¢ bledu wzglednego
uciecia pasma mozna przyjaé stosunek energii F. sygnalu bledu aproksymacji
£(t; wm,) do catkowitej energii £, sygnatu x(t):

A, = —=. (6.35)

Poniewaz sygnal aproksymujacy z(t;wp,) i sygnal btedu e(¢;w,,) maja widma
roztaczne, wigc sg sygnatami ortogonalnymi. Oznacza to, ze energia sygnatu bte-
du jest roznica energii sygnatu z(t) i sygnatu aproksymujacego x(t;wp,):

Bo=Eo-Eoo= [ IX@Pdo -+ [X@Pdw= [ 1X@)P de
0 0 Wm

(6.36)
Tak wiec:

/ X (@) dw
AW?VL = EE _wm/ (6-37)

Ex - o0
JEERE
0

W podobny sposéb mozna okresli¢ miare bigdu wzglednego ucigcia pasma
w przypadku sygnaléw o ograniczonej mocy.

Przyklad 6.1. Rozwazmy sygnal wykladniczy malejacy x(t) = Xge ' 1(t)
(rys. 1.12). Jego widmo energii ®,(w) = X2/(a? 4+ w2), a energia E, = X2 /2a
(por. przyktad 5.5).

Przyjmijmy za czestotliwos$¢ progows f,, tego sygnalu czestotliwosé, dla kto-
rej widmo energii maleje do 0,1 maksymalnej wartosci. Ze wzoru (5.13) ob-
liczamy wartos¢ tej czestotliwosci f,, = 3a/2m = 0,477c. Probkujac sygnal
x(t) z czestotliwodcig fs = 2f,, = 0,954, pobieramy probki co przedziat
Ts = 1,047/, co oznacza, ze na odcinku czasu réwnym réwnowaznemu Czaso-
wi trwania tego sygnalu At, = 1/« (por. wzér (3.61)), jest pobierana zaledwie
jedna prébka. Jest to zatem probkowanie bardzo wolne. Btad wzgledny uciecia
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pasma w tym przypadku wynosi:

X2 1

O/dw

v 042 + w2 2 T
3o (5 — arctg 3) = 20, 48%.

Xg T
2cy

E
A :75:
W Ex

m

Widzimy wigc, ze sygnal odtworzony z tak pobieranych prébek bardzo niedo-
ktadnie aproksymuje sygnat z(t).

Jesli przyjmiemy prég odcigcia pasma na poziomie 0,01 maksymalnej warto-
Sci widma energii, to czgstotliwo$¢ progowa wyniesie 1, 584«. Przy prébkowaniu
z czgstotliwoscig dwukrotnie wigkszg 3, 168« (z okresem 0,316/a) w przedzia-
le czasu At, sa pobierane nieco wiecej niz 3 probki. W tym przypadku btad
wzgledny ucigcia pasma maleje do wartoSci 6,38%. Aby uzyskac btad wzgledny
mniejszy niz 1%, nalezy pobraé¢ w przedziale At, ponad 20 prébek.

6.5.5. Blad uciecia w czasie

Rozwazmy z kolei przypadek sygnatu z(t) o nieograniczonym czasie trwa-
nia, ktérego pasmo jest ograniczone czestotliwoscia f,,. Zgodnie ze wzorem
Kotielnikowa-Shannona (6.5) sygnat ten jest reprezentowany zbiorem swoich pro-
bek pobieranych z czestotliwoscia Nyquista fs = 1/Ts = 2f,,. Przyjmijmy, ze
sygnat ten jest obserwowany w skoficzonym oknie czasowym [—Tj, Tp]. Oznacza
to, ze dysponujemy wéwczas 2N +1 jego probkami, gdzie IV jest najwickszg licz-
ba naturalng, taka, ze NTs < Tp. Odtworzenie sygnalu z(¢) na podstawie tych
prébek odpowiada przyblizeniu nieskoficzonego szeregu (6.5) suma czgSciowg
tego szeregu:

N

an(t) = Y a(nTy)Sa2m fm(t — nTy). (6.38)
n=—N

Btad tego przyblizenia ey (t) = x(t) — zn(t) jest nazywany bledem uciecia
w czasie.

Zwracamy uwage na réznice w sformutowaniu zagadnie. W przypadku oma-
wianym w p. 6.5.2-6.5.4 zaktadaliSmy, Ze czas trwania sygnatu jest skoficzony i ze
jest on obserwowany w calym czasie jego trwania. Jest to réwnowazne zalozeniu
zerowych prébek poza przedziatem obserwacji. W tym przypadku zakladamy, ze
sygnal trwa w czasie nieskoriczenie dlugo, ale obserwujemy go jedynie w prze-
dziale skoiczonym. Probki lezace poza przedzialem obserwacji maja wartosci
niezerowe.
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Zgodnie ze wzorem ogblnym (2.41) oraz wzorem (6.12) miara energetyczna
btedu uciecia w czasie przybiera postac:

len|® =Ts Y a?(nTy) (6.39)
[n|>N

1 jest okreSlona przez prébki sygnatu lezace poza przedziatem obserwacji. Ponie-
waz probki te nie sg znane, wzér (6.39) nie moze byé wykorzystany w praktyce
do oszacowania miary bledu ucigcia w czasie. Oszacowanie tej miary jest zagad-
nieniem trudnym. W literaturze podawane sg rézne wzory okreslajace kres gérny
tej miary. Ogélnie rzecz biorac, skoriczone okno czasowe obserwacji [—7p, o]
powoduje znieksztatcenia widma X (w) sygnatlu x(t) wynikajace ze splatania te-
go widma w dziedzinie czestotliwosci z funkcja typu Sa (odpowiada to mnozeniu
sygnatu przez funkcj¢ prostokatng okna):

1
X (w) = %X(w) * 2Tp SawTp. (6.40)

Jest oczywiste, ze im okno czasowe jest szersze, tym listek gtéwny funkcji Sa
jest wezszy 1 wyzszy, a wigc znieksztalcenia sa mniejsze. W granicy, gdy Ty da-
zy do nieskoriczono$ci, funkcja (Ty/7) SawTy dazy do delty Diraca §(w) i, jak
wynika ze wzoru (6.40), widmo X7, (w) dazy do widma X (w).

6.6. Probkowanie z czestotliwoscig
mniejszg od czestotliwosci Nyquista

6.6.1. Probkowanie sygnaléow waskopasmowych

Pobieranie prébek z czestotliwo$cia mniejsza od czestotliwosci Nyquista pro-
wadzi zawsze do utraty czedci informacji zawartej w sygnale. Niekiedy jednak
pozostala czes$¢ informacji, zachowana w tak pobranych prébkach, umozliwia od-
tworzenie istotnych charakterystyk sygnatu. Sytuacja taka ma na przyktad miejsce
w przypadku prébkowania sygnatéw waskopasmowych.

Sygnatami waskopasmowymi sg m.in. sygnaly transmitowane w wigkszosci
systeméw modulacji sygnaléw. Rozwazmy najprostszy system modulacji ampli-
tudy AM-SC (system dwuwstegowy bez fali noSnej—por. p. 10.2). W systemie
tym sygnatl transmitowany ma postac:

y(t) = x(t) cos 2w Ft, (6.41)
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gdzie z(t) jest dolnopasmowym sygnalem modulujacym (informacyjnym) o wid-
mie X (f) ograniczonym czestotliwoscia f,, (rys. 6.14a). Czgstotliwosé¢ F' har-
monicznego sygnalu modulowanego (fali nosnej) jest znacznie wigksza od cze-
stotliwosci f,,. Zgodnie z twierdzeniem o modulacji (3.26), widmo Y (f) sygnatu
(6.41) otrzymujemy przez rozszczepienie widma X (f) sygnatu modulujacego na
dwie czgSci przesunigte do czestotliwosci £F' (rys. 6.14b). Obie czesci zachowu-
ja przy tym ksztalt widma X (f), maja dwukrotnie mniejsza gestos¢ widmows i
sa potozone symetrycznie wokét czestotliwosci +=F w waskich pasmach o szero-
kosci 2 f,.

Najwigksza czestotliwo$¢ w widmie sygnatlu zmodulowanego jest réwna
F + f,,. Aby zachowa¢ w prébkach pelng informacje¢ o sygnale zmodulowanym,
nalezatoby go zatem prébkowaé z czestotliwo$cia 2(F + f,,). W zagadnieniach
transmisji sygnatéw nie chodzi jednak o doktadne odtworzenie na podstawie pré-
bek samego sygnatu zmodulowanego, lecz jego dolnopasmowej obwiedni. W ob-
wiedni jest bowiem zawarta informacja o sygnale uzytecznym (np. o sygnale
mowy). Wykorzystujac fakt, ze widmo Y'(f) ma szerokie ,,puste” pasmo czesto-
tliwosci (—F + fm, F' — fm), mozemy prébkowaé go z czestotliwoscig znacznie
mniejszg niz czgstotliwosé Nyquista 2(F + f,,,) i mimo to odtworzy¢ interesujaca
nas informacj¢ zawarta w sygnale modulujacym x(t).

a) X(f)

'fm O‘ fm f

b)
)
F 0 F-fm F Ftfm f:
) AY(s)
/V\ /v\ /V\ fi=%F
F 7, 0l 7, F2 F 7
I Js s s

Rys. 6.14. Prébkowanie sygnatu waskopasmowego z czgstotliwo$cig mniejsza od czestotliwosci
Nyquista

Na rys. 6.14c zilustrowano przypadek probkowania sygnatu zmodulowanego
z czestotliwoscia fs = F'/2, a wiec ponad czterokrotnie mniejsza od czgstotli-
wosci Nyquista 2(F' + f,,,). W wyniku prébkowania obie czesci prawostronna
i lewostronna widma Y (f) zostaja powielone okresowo z okresem F'/2. Powie-
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lone kopie naktadajg si¢ na siebie woké6t punktéw nF'/2, w efekcie czego wid-
mo Y;(f) sygnatu sprébkowanego jest ciggiem nieznieksztatconych kopii wid-
ma X (f) sygnatu modulujacego. Poniewaz centralna kopia wystepuje dokiad-
nie w poczatku osi czestotliwo$ci, zatem sygnal modulujgcy mozna odtworzyé
bez znieksztalceii za pomocg idealnego filtru dolnoprzepustowego o czestotli-
wosci granicznej rownej fy,. Jak mozna fatwo sprawdzié, odtworzenie nieznie-
ksztalconego sygnalu informacyjnego za pomocg tego filtru jest mozliwe réwniez
przy wolniejszym probkowaniu sygnatu zmodulowanego z czestotliwosciami F'/k,
k=3,..., knax, gdzie kpnax jest najwickszg liczbg catkowity spelniajacg nierdw-
10S¢ kmax < F/(2fm). Nier6wnosé ta jest warunkiem nie naktadania si¢ sgsiadu-
jacych ze sobg kopii widmowych w widmie Y;(f). Dla k > F/(2f,,) odtworzenie
nieznieksztalconej obwiedni sygnatu zmodulowanego nie jest juz mozliwe.

6.6.2. Efekt stroboskopowy

Innym przypadkiem, kiedy w prébkach pobieranych z czestotliwo$cig mniej-
sza od czestotliwosci Nyquista zostaje zachowana uzyteczna, aczkolwiek tylko
czedciowa informacja o sygnale, jest efekt stroboskopowy. Efekt ten wystepuje
przy zbyt wolnym prébkowaniu sygnatéw okresowych. Przyczyne jego powsta-
wania wyjasnimy najpierw na przyktadzie sygnalu harmonicznego.

Zatézmy, ze z ta samg czestotliwoscig probkowania fs; = 1/T sa probkowane
dwa sygnaly harmoniczne: sygnal x;(t) = sin 27 fot, o malej czestotliwosci fo,
oraz sygnal xo(t) = sin 27 (fo +mfs)t, o duzo wigkszej czestotliwosci fo+m fs,
gdzie m jest pewna liczba naturalng. Zat6zmy ponadto, ze fs > 2fy. Oznacza
to, ze pierwszy sygnal harmoniczny jest probkowany z czestotliwos$cia znacznie
wigkszg od jego czestotliwosci Nyquista 2 fy, natomiast drugi — z czestotliwoscia
mniejszg (dla duzych m —znacznie mniejszg) od jego czestotliwosci Nyquista
2(fo +mfs). W wyniku prébkowania otrzymujemy sygnaly dyskretne

x1(nTy) = sin 27 fynT (6.42)

i odpowiednio

zo(nTs) = sin 27 (fo + mfs)nTs =
= sin(27 fonTs + 2wmn) = sin 27 fonTs. (6.43)

W obu przypadkach otrzymujemy zatem identyczny cigg probek. Na jego podsta-
wie nie mozemy rozstrzygnaé, czy pochodzi on od pierwszego, czy tez od drugie-
go sygnalu. Jezeli faktycznie probkujemy sygnal zo(t) o duzej czestotliwosci, to
jest on ,,widziany” jako sygnal x;(t) o malej czestotliwosci. Niejednoznacznos$é
jest oczywiscie spowodowana zbyt wolnym prébkowaniem sygnatu xo(t). Efekt
ten, nazywany efektem stroboskopowym, jest zilustrowany dla przypadku m =1
na rys. 6.15. Prébkujac wolno sygnal harmoniczny z2(t) o duzej czestotliwosci
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(w przypadku przedstawionym rys. 6.15 okoto raz w okresie), odtwarzamy sygnat
x1(t), takze harmoniczny, ale o znacznie mniejszej czestotliwosci. Dla m = 1
czestotliwosé ta jest réwna rdznicy czestotliwosci sygnatu xo(t) i czestotliwosci
prébkowania.

Efekt stroboskopowy mozna zaobserwowad, na przyktad, ogladajac stare filmy.
Jego wizualnym przejawem sg nienaturalnie wolno obracajace si¢ kota pojazdow.
Przyczyna tego jest zbyt wolny przesuw taSmy filmowej (z czgstotliwoscia 24 kla-
tek na sekundg), niedostateczny w stosunku do rzeczywistej predkosci katowej
obrotu két.

lle(t) i

§x1;(l)

Rys. 6.15. Efekt stroboskopowy w przypadku sygnatu harmonicznego

Efekt stroboskopowy mozna takze wyjasni¢, analizujac widma obu rozpatry-
wanych sygnatéw harmonicznych. Na rys. 6.16a pokazano widmo sygnatu xo(t)
dlam = 1. Zawiera ono dwa prazki wystepujace w punktach fo+ fs oraz — fo— fs.
Probkowanie sygnatu xs(t) z czestotliwoscig f; powoduje powielenie okresowe
tego widma z okresem f;. W wyniku otrzymujemy widmo sygnatu sprébkowa-
nego pokazane na rys. 6.16b. Widmo to jest identyczne jak widmo sygnatu z1 (t)
sprobkowanego z tg samg czestotliwoscia fs (para prazkéw w punktach =+ fy po-
wielona okresowo z okresem f5). Widzimy wigc, Ze po sprobkowaniu oba sygnaty
sa nierozréznialne w dziedzinie czestotliwosci. Podobna sytuacja ma miejsce dla
m=2,3,....

Efekt stroboskopowy wystepuje réwniez w przypadku zbyt wolnego prébko-
wania dowolnego sygnatlu okresowego o okresie T (czestotliwoSci podstawowej
fo = 1/Tp), ktéry nie zawiera sktadowych harmonicznych o czestotliwosciach
wigkszych niz K fj, gdzie K jest pewna liczbg naturalng. Aby mozliwe bylo jego
wierne odtworzenie z prébek, nalezaloby je pobiera¢ z czestotliwoscig co naj-
mniej réwng 2K fy. Jesli pasmo sygnalu jest szerokie, tzn. K jest duze, warunek
ten moze okazac si¢ w praktyce niemozliwy do spetnienia. Probkujac sygnat du-
70 wolniej z odpowiednio dobrang czgstotliwoscig, mozna jednak odtworzy¢ jego
spowolniong kopie, ktéra zachowuje ksztalt sygnatu.
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Rys. 6.16. Efekt stroboskopowy w dziedzinie czestotliwosci przypadku sygnatu harmonicznego

Na rys. 6.17 zilustrowano efekt stroboskopowy w przypadku prébkowania
sygnalu trapezowego z2(t) o czgstotliwosci podstawowej fy. Dla wygody zakta-
damy, ze jego skladowe harmoniczne o czestotliwosciach powyzej 4fy sa po-
mijalne. Sygnat ten jest probkowany nieco ponad raz w okresie z czestotliwo-
Scig fs = % fo, a wigc ponad o§miokrotnie mniejsza od czestotliwosci Nyquista
(rys. 6.17a). Taki sam ciagg probek otrzymujemy, probkujac z ta sama czestotli-
woscig wolny sygnat trapezowy x1(t) o czestotliwosci podstawowej f; = % fo
(rys. 6.17b).

xa(0) |

Sygnat sprobkowany (kropk‘i) ' :
i odtworzony (linia ciqgla) x1(9)

Rys. 6.17. Efekt stroboskopowy w przypadku sygnatu okresowego

Interpretacj¢ efektu stroboskopowego w dziedzinie czgstotliwo$ci w przypad-
ku prébkowania sygnatu trapezowego przedstawiono na rys. 6.18. Widmo tego
sygnalu zawiera cztery pary prazkéw w punktach +k fy, k = 1,2, 3,4 (rys. 6.18a).
W wyniku prébkowania sygnatu z czestotliwoscia fs = % fo kazdy z tych praz-
kéw ulega okresowemu rozmnozeniu z okresem fs. W rezultacie otrzymujemy
uktad prazkéw pokazany na rys. 6.18b. Identyczny ukiad prazkéw otrzymaliby-
$my, prébkujac z ta samg czestotliwoscig fs wolny sygnat trapezowy x1(t) o cze-
stotliwosci podstawowej bedacej réznica f1 = fo— fs = % fo. Podstawowy zespot
widmowy tego sygnalu (cztery pary prazkéw w punktach kfi, k = 1,2,3,4) jest
zaznaczony na rys. 6.18b klamra. Dodatkowymi liniami zaznaczono ,,wedréw-
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ke¢” prazkéw. Wskazujg one, z powielenia ktérych prazkéw widma sygnatu xo(t)
powstaja poszczegllne prazki widma sygnatu 1 (¢). Wolnozmienng kopi¢ szyb-
kiego sygnalu trapezowego mozemy oczywiscie odzyskac z prébek, stosujac filtr
dolnoprzepustowy o czestotliwosci odciecia 4 f7.

X(f)

oL

Joohthy 2% 7
e
Xls(f) XZs(f)

bl b bl

[ 7
R TR

b)

Rys. 6.18. Efekt stroboskopowy w dziedzinie czestotliwosci w przypadku sygnatu okresowego

Widzimy wigc, ze efekt stroboskopowy umozliwia zachowanie w prébkach po-
bieranych z czestotliwoScia znacznie mniejsza od czestotliwoSci Nyquista istotnej
informacji o sygnale okresowym. W odtworzonym na podstawie probek sygna-
le wolnozmiennym zachowany zostaje ksztalt sygnatu szybkozmiennego. Znajac
relacje migdzy czestotliwo$cig probkowania i czestotliwoscig podstawowa odzy-
skanego sygnatu wolnozmiennego, mozemy odtworzy¢ czestotliwo$¢ podstawowg
sygnatu szybkozmiennego. W praktyce efekt stroboskopowy jest wykorzystywany
m.in. w lampach stroboskopowych (np. do regulacji zaptonu w silnikach samocho-
dowych), a takze w oscyloskopach prébujacych pracujacych w bardzo szerokim
zakresie czestotliwosci rzedu GHz. Uzyskanie efektu stroboskopowego wymaga
jednak duzej dokfadnoSci w zapewnieniu stabilizacji czestotliwoSci prébkowania
i jej synchronizacji z czestotliwo$cig analizowanych sygnalow.

Na zakonczenie dyskusji operacji probkowania sygnatéw z czestotliwoscig
mniejszg od czestotliwodci Nyquista podkre§lmy zasadniczg réznice migdzy prob-
kowaniem stroboskopowym i prébkowaniem sygnaléw waskopasmowych. Wpraw-
dzie w obu przypadkach przyczyna szczegdlnego uksztatltowania si¢ widma sygna-
Tu w wyniku jego zbyt wolnego prébkowania jest ta sama (powielenie okresowe
widma sygnatu prébkowanego), to mechanizm powstawania tego widma jest od-
mienny. W przypadku prébkowania stroboskopowego poszczegdlne powtarzajace
si¢ zespoly widmowe prazkow sg tworzone w efekcie powielenia okresowego 16z-
nych fragmentéw (prazkéw) widma sygnatu prébkowanego (rys. 6.18b), podczas
gdy w przypadku wolnego probkowania sygnatéw waskopasmowych poszczegdl-
ne kopie widmowe powstajag w rezultacie przesuni¢cia okresowego tego samego
fragmentu widma sygnatu prébkowanego (rys. 6.14c¢).
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6.7. Inne odstepstwa

6.7.1. Nierealizowalnos$¢ idealnego filtru
dolnoprzepustowego

Jesli na wejscie dowolnego liniowego stacjonarnego filtru (por. p. 7.1) zosta-
nie podany impuls Diraca 6(t), to na wyjsciu filtru pojawi si¢ charakterystyczny
dla niego sygnal h(t) nazywany odpowiedzig impulsowsg filtru (por. p. 7.1.9).
W punkcie 6.2.6 pokazaliSmy, ze jeSli na wejScie idealnego filtru dolnoprzepu-
stowego podamy dowolny sygnat x(t¢), to na jego wyjsciu wystapi sygnat y(t)
okreSlony ogélng zaleznoScia (6.14). Z zaleznoSci tej i z wlasciwosci splotu dys-
trybucji Diraca (1.19) wynika zatem, ze odpowiedZ impulsowa idealnego filtru
dolnoprzepustowego ma postac:

h(t) = % Sawgt (6.44)

i przybiera warto$ci niezerowe w przedziale czasu (—oo,00). Poniewaz impuls
Diraca jest doprowadzony do wejScia filtru w chwili ¢ = 0, oznacza to, ze sygnat
na wyjsciu filtru pojawia si¢ zanim do jego wejscia zostanie doprowadzony sy-
gnal wejsciowy. Taki filtr nie moze by¢ oczywiscie zrealizowany w praktyce. Nie
spetnia on bowiem podstawowej zasady przyczynowosci obowigzujgcej w §wiecie
uktadéw fizycznie realizowalnych, zgodnie z ktéra skutek nie moze poprzedzad
przyczyny. Tak wiec, wykorzystywana w dowodzie twierdzenia o prébkowaniu
operacja odtworzenia sygnatu za pomocg idealnego filtru dolnoprzepustowego
ma znaczenie wylgcznie teoretyczne.

Problem zwigzany z nieistnieniem idealnego filtru dolnoprzepustowego mozna
fatwo rozwigzad, zastepujac go filtrem realizowalnym fizycznie o stalej w przy-
blizeniu charakterystyce w przedziale pulsacji |w| < wy,, gdzie wy, jest graniczng
pulsacja widma sygnatu, i zboczach opadajacych poza tym przedziatem do ze-
ra w sposéb ciagly (rys. 6.19). W celu uniknigcia znieksztalceii odtwarzanego
widma nalezy jednak wowczas probkowaé sygnat z czgstotliwoscig odpowiednio
wiekszg od czestotliwosci Nyquista, tak aby migdzy poszczegdlnymi powielony-
mi okresowo kopiami widma sygnatu sproébkowanego wystepowaly pasma puste
(tzw. pasma ochronne). Na przyktad, w telefonii cyfrowej za graniczna czesto-
tliwo$¢ sygnatu mowy przyjmuje si¢ 3,3 kHz. Sygnat telefoniczny wystarczyloby
zatem probkowaé z czestotliwoscig 6,6 kHz. W praktyce stosuje si¢ probkowa-
nie ze standardowg czestotliwoScig 8 kHz (co 125 us), co umozliwia dostatecznie
doktadne odtworzenie sygnatu mowy z prébek po stronie odbiorczej za pomoca
rzeczywistego filtru dolnoprzepustowego. Pasmo ochronne stanowi w tym przy-
padku 17,5% szerokoSci pasma sygnatu.

Nalezy podkresli¢, ze w teorii filtrow analogowych znanych jest szereg me-
tod projektowania filtréw dolnoprzepustowych o plaskiej charakterystyce filtracji
w zadanym zakresie czestotliwosci i zboczach opadajagcych do zera w sposéb
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gladki, lecz na tyle szybki, aby uniknaé znieksztalcei sygnalu odtwarzanego.
Warunki realizowalnosci tych filtréw sg oczywiscie tym tagodniejsze, im szersze
jest pasma ochronne.

A X, (o)
Wy (‘Um 0 w;n Wy w

Rys. 6.19. Charakterystyka rzeczywistego filtru dolnoprzepustowego

6.7.2. Jitter

W idealnych warunkach twierdzenia o prébkowaniu zaklada sie, ze przy réw-
nomiernym prébkowaniu sygnatu z okresem T probki sa pobierane doktadnie
w chwilach nTs. W rzeczywistoSci, na skutek niedoktadnosci uktadéw prébku-
jacych, faktyczne chwile pobierania prébek odchylaja si¢ losowo od zalozonych
chwil teoretycznych. Rozrzut rzeczywistych chwil pobierania prébek wokot chwil
nTs jest nazywany jitterem (wahaniem chwil prébkowania).

W nastepstwie jitteru uktad probkujacy pobiera prébki sygnatu x(¢) w loso-
wych chwilach nTs 4+, gdzie ( jest pewng zmienng losowa. Z reguly zaklada sig,
ze zmienna (¢ nie zalezy od numeru n prébki, tzn. jej funkcja gestosci prawdo-
podobieristwa f(z) jest jednakowa dla wszystkich chwil probkowania. Poniewaz
prébka o numerze n nie moze wyprzedzaé probki o numerze n + 1, funkcja
fc(z) jest okreslona w przedziale (—7/2,Ts/2). Zwykle przyjmuje sig, ze jest
ona w tym przedziale symetryczna, tzn. ¢ jest zmienng losowg o zerowej wartosci
oczekiwanej i pewnej wariancji ag.

Btad chwili pobrania prébki powoduje losowy bfad wartoSci samej probki
nazywany bledem jitteru. Jitter i blad jitteru zostat zilustrowany na rys. 6.20.

Btad jitteru mozemy zapisa¢ w postaci:

gj(nTy) = x(nTs + ¢) — x(nTy). (6.45)

Jest intuicyjnie oczywiste, ze warto$¢ bledu jitteru w chwili nTy zalezy od lo-
kalnego zachowania si¢ sygnalu w otoczeniu tej chwili. W celu przeanalizowania
tego bledu rozwiniemy sygnat z(t) w szereg Taylora wokét punktu nTs. Jezeli
jitter jest maty, tzn. faktyczna chwila prébkowania jest potozona dostatecznie bli-
sko chwili nT}, to w rozwinieciu w szereg Taylora mozemy poming¢ sktadniki
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¥

Blqd jitteru

Faktyczne chwile probkowania

Rys. 6.20. Ilustracja jitteru i biedu jitteru

kwadratowy i wyzsze. Uwzgledniajac tylko dwa pierwsze wyrazy rozwini¢cia we
wzorze (6.45), otrzymujemy:

dz(t)
dt

gj(nTs) = ¢ (6.46)

t=nTs

Wynika stad, ze przy zalozeniu malego jitteru btad jitteru w chwili n7T; jest pro-
porcjonalny do wielkosci losowej ¢ oraz do wartosci pochodnej sygnatu x(t) w tej
chwili. Oznacza to, ze biad jitteru jest tym wigkszy, im szybciej zmienia si¢ sygnat
w otoczeniu chwil probkowania, a wigc im szersze jest jego widmo. W prakty-
ce blad jitteru w przypadku prébkowania sygnaléw o niezbyt szerokim pasmie
(np. pasmie akustycznym) jest pomijalny i nie ma istotnego wpltywu na jakos$¢
przetwarzania sygnalu. Zjawisko jitteru jest natomiast powaznym Zrédtem btedow
przy przetwarzaniu analogowo-cyfrowym szybkozmiennych sygnaléw zawieraja-
cych sktadowe czgstotliwo$ciowe rzedu megahercéw. Wymagane jest wowczas
stosowanie wysokostabilnych ukladéw prébkujacych lub specjalnych metod kom-
pensacji jitteru

6.7.3. Skonczona dokladnos¢ reprezentacji danych
w cyfrowych ukladach przetwarzania sygnalow
Jak wspomnieliSmy w p. 6.1.5, niezaleznie od bledéw wystepujacych podczas
proébkowania sygnatu, w trakcie jego dalszego przetwarzania w sygnal cyfrowy

wprowadzony zostaje blad e[nTs] nazywany szumem kwantowania. Btad ten jest
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zwiazany ze skoniczong dokfadnoScia reprezentacji liczb w ukfadach przetwarza-
nia. W zastosowaniach praktycznych istotne jest oszacowanie tego biedu.

Powszechnie przyjmowang miarg znieksztalcen sygnatu spowodowanych jego
kwantowaniem jest wielko$¢

SNR = 10log % [dB], (6.47)

nazywana stosunkiem sygnat-szum (z ang. Signal-to-Noise-Ratio). Miara ta jest
miarg decybelowg (por. Dodatek 1) stosunku mocy S przetwarzanego sygnatu na
wejsciu przetwornika A/C do mocy N szumu kwantowania [nTs]. W przypadku
kwantowania sygnatu z zaokraglaniem (por. p. 6.1.5) wartosci szumu kwantowa-
nia sg roztozone w przedziale [—q/2, q/2], gdzie q jest przedziatem kwantyzacji.
Dla bipolarnego przetwornika b-bitowego o zakresie wartosci sygnatu wejsciowe-
20 [— X, Xn] przedzial ten jest okreslony wzorem:

2Xn,

1= "

Moc S zalezy oczywiscie od typu sygnatu wejsciowego. W celu jednoznacznego

okreSlenia tej mocy za jej §rednig miare przyjmuje si¢ moc wzorcowego sygnatu

harmonicznego przybierajacego warto$ci w pelnym zakresie wejSciowym prze-
twornika, a wigc o amplitudzie X,,, réwnej polowie tego zakresu:

(6.48)

2
S = % (6.49)

Moc N szumu kwantowania wyznacza si¢ przy zalozeniu, ze jest on dyskret-
nym szumem biafym (tj. szumem o statej widmowej gesto$ci mocy w przedzia-
le [—m,7]), ktérego wartosci e[nTs] majg rozktad réwnomierny w przedziale
[—q/2,q/2] opisany funkcja gestosci prawdopodobienistwa f-(e) = ¢~ 1 (e/q).
Poniewaz warto$¢ oczekiwana szumu kwantowania jest wéwczas réwna zeru, jego
moc jest réwna wariancji zmiennych losowych e[nT5]:

) q/2
1 1 2
N =02 = /€2|_|<e> de = ~ / 2de=L (6.50)
q q q P 12
e a

Jesli we wzorze (6.50) uwzglednimy zaleznos$¢ (6.48), moc szumu kwantowania
wyrazimy przez zakres przetwornika A/C i jego dlugos$¢ stowa:

4X2 X2
N = = 6.51
12-22  3.22 1)
Podstawiajac wzory (6.49) i (6.51) do (6.47), otrzymujemy:
1
*ng
SNR = 10log 2X2 — 101og (3 - 22b—1) [dB]. (6.52)

m

2b
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Wz6r (6.52) okre$la miar¢ znieksztalceri sygnatu wprowadzanych w wyniku jego
skwantowania przez b -bitowy przetwornik A/C.

W przypadku przetwarzania §-bitowego, stosowanego np. w telefonii cyfro-
wej, miara (6.52) wynosi okoto 50dB, co w zwyklej skali odpowiada wartosci
S/N = 10°. Mozna zatem uznaé, ze szum kwantowania jest w tym przypadku
catkowicie pomijalny i nie ma wplywu na jako$¢ sygnalu telefonicznego. Ze wzo-
ru (6.52) wynika ponadto, ze kazde wydtuzenie (skrécenie) stéw binarnych o 1
bit powoduje zwickszenie (zmniejszenie) stosunku SNR o okoto 6 dB. Jesli war-
to$¢ SNR jest zadana, ze wzoru (6.52) mozna wyznaczy¢ wymagang liczbe bitéw
przetwornika. Na przyktad, jesli zatozona warto§¢ SNR wynosi 30dB (w skali
liniowej 10%), wystarczy zastosowaé przetwornik 5-bitowy, jesli za$ wartos¢ ta
wynosi 90 dB, nalezy stosowaé przetwornik 15-bitowy.

Szum powstajacy w wyniku kwantowania prébek przez przetwornik A/C nie
jest jedynym Zrédltem biedow towarzyszacych cyfrowemu przetwarzaniu sygna-
16w i wynikajacych ze skoriczonej doktadnosci reprezentacji liczb w ukfadach
przetwarzania. W rzeczywistoSci takze parametry filtru cyfrowego sg reprezen-
towane stowami binarnymi o skoficzonej diugosci, a wigc ich doktadne wartosci
mogg by¢ jedynie przyblizone z doktadnoscig okreSlong przez przyjeta dlugosé
stéw. Ponadto wszelkie operacje arytmetyczne realizowane w filtrze cyfrowym,
w szczegbdlnodci sumowanie sygnatéw i ich mnozenie przez liczby, moga by¢
dokonywane ze skonczona doktadnoscig uwarunkowang diugoscia rejestréw fil-
tréw. Wplyw powstajacych przy tym bledéw na doktadno$¢ przetwarzania zalezy
przede wszystkim od przyjetej dtugosci stéw binarnych kodujacych w filtrze da-
ne liczbowe, ale réwniez w znacznym stopniu od struktury filtru, algorytmu jego
dziatania, organizacji obliczef oraz zastosowanej arytmetyki. Nalezy podkreslié,
ze przy wykonywaniu kolejnych krokéw obliczeniowych algorytmu przetwarza-
nia btedy te moga si¢ kumulowaé. Moze to prowadzi¢ do niepozadanych efektow,
a nawet calkowitej degradacji obliczei. Doktadna analiza tych zjawisk jest bar-
dzo ztozona. Trudnosci wynikaja gléwnie z faktu, ze poszczegdlne Zrédia szuméw
kwantowania sg ze sobg statystycznie skorelowane, a przetwarzanie danych w fil-
trze cyfrowym ma w rzeczywistosSci charakter nieliniowy. Obszerng dyskusje tych
zagadnien mozna znalez¢ np. w [1], p. 3.4 1 3.5.

Stownik

aliasing (w dziedzinie czestotliwosci)
efekt nakfadania si¢ powielonych okresowo kopii widma sygnatu w wyniku
prébkowania sygnatu z czestotliwo$cia mniejszg od czestotliwosci Nyquista
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blad aliasingu
btad wynikajacy z probkowania sygnatu z czestotliwos$cia mniejsza od
czestotliwosci Nyquista

blad (szum) kwantowania
btad powstajacy podczas operacji kwantowania sygnatu sprobkowanego,
wynikajacy z przyblizenia doktadnych wartos$ci probek warto§ciami skwan-
towanymi

blad uciecia pasma
btad wynikajacy z odfiltrowania z widma sygnalu za pomocg filtru dolno-
przepustowego sktadowych o czestotliwo$ciach wigkszych od pewnej cze-
stotliwo$ci progowe;j

blad uciecia w czasie
btad wynikajacy z rozpatrywania sygnatu w przedziale czasu mniejszym
od czasu jego trwania

czestotliwo$¢ graniczna
najwicksza czestotliwosé, dla ktérej widmo sygnatu przybiera warto$¢ réz-
ng od zera

czestotliwo$¢ Nyquista
najmniejsza czestotliwos$¢ z jaka nalezy probkowac sygnat o ograniczonym
pasSmie, aby w jego prébkach zostala zachowana pelna informacja o sygnale

czestotliwo$¢ probkowania
liczba prébek pobieranych w czasie 1 sekundy

dziedzina zespolona
dziedzina opisu i analizy sygnatéw i uktadéw w funkcji zmiennej zespolo-
nej

efekt stroboskopowy
efekt wystepujacy w przypadku, gdy sygnat okresowy jest prébkowany
z czestotliwoScig mniejszg od czestotliwosci Nyquista; polega na pobiera-
niu prébek pozornego sygnatu o tym samym ksztalcie, ale spowolnionego
w czasie

filtr
uktad przetwarzajacy sygnatl wejSciowy w celu przeksztalcenia jego widma

filtr cyfrowy
urzgdzenie fizyczne lub program obliczeniowy przeznaczony do przetwa-
rzania sygnatéw cyfrowych; pojecie to obejmuje caly zesp6t Srodkéw sprze-
towych i programowych przetwarzania, a takze algorytm, wedtug ktérego
jest ono dokonywane
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filtr ochronny (antyaliasingowy)
filtr dolnoprzepustowy stosowany do odciecia czesci pasma sygnatu ana-
logowego powyzej pewnej czestotliwoSci w celu unikniecia aliasingu przy
jego dalszym przetwarzaniu

filtr wygladzajacy
filtr korygujacy znieksztalcenia sygnatu odtwarzanego z prébek metoda
schodkowa

jitter
zjawisko drzenia chwil probkowania (losowego rozrzutu faktycznych chwil
pobierania prébek wokoét nominalnych chwil probkowania)

kod sygnalowy impulsowy
sposob fizycznej reprezentacji znakéw binarnych ,,1” oraz ,,0” za pomocg
impulséw elektrycznych

kodowanie
operacja polegajaca na przyporzadkowaniu poszczegélnym warto§ciom sy-
gnalu skwantowanego stéw binarnych, najczesciej o ustalonej statej dtugosci

kwantowanie
operacja wykonywana na sygnale sprobkowanym w celu przetworzenia go
w sygnat o dyskretnej strukturze amplitudowej ( sygnat cyfrowy); pole-
ga na podzieleniu zakresu zmian warto$ci sygnatu na skoniczong liczbe
przedziatéw kwantyzacji i przyblizeniu wartoSci chwilowych prébek war-
toSciami przyporzadkowanymi poszczeg6lnym przedzialom

metoda schodkowa
metoda odtwarzania sygnalu analogowego z prébek polegajagca na wytwo-
rzeniu w danym przedziale prébkowania statlego poziomu sygnatu odpo-
wiadajgcego wartosSci biezacej prébki i utrzymaniu go do chwili przyjscia
nowej prébki

pasma ochronne
pasma puste miedzy pasmami poszczegdlnych sygnatéw w systemie trans-
misji sygnaléw ze zwielokrotnieniem czestotliwo$ciowym

procesor sygnalowy
specjalizowany, uniwersalny, programowalny uktad mikroprocesorowy, za-
wierajacy urzgdzenie arytmetyczne i wyposazony w pami¢é, przeznaczo-
ny do szybkiego i sprawnego wykonywania réznorodnych operacji na
sygnatach cyfrowych (takich jak dodawanie, mnozenie, mnozenie skalar-
ne, opdznianie sygnaléw itd.)

probkowanie
operacja na sygnale polegajaca na pobraniu (zarejestrowaniu) wartoSci sy-
gnalu analogowego w dyskretnych chwilach, najczg¢sciej réwnoodlegtych;
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w wyniku probkowania sygnat analogowy jest przetwarzany w sygnat dys-
kretny

probkowanie rownomierne
probkowanie ze stalym odstgpem miedzy kolejnymi probkami

przedzial kwantyzacji (krok kwantowania)
odleglos¢ migdzy sgsiednimi warto§ciami sygnatu skwantowanego

przedzial Nyquista
najwickszy okres z jakim nalezy prébkowac sygnat o ograniczonym pasmie,
aby w jego probkach zostala zachowana pelna informacja o tym sygnale;
odwrotno$¢ czestotliwosci Nyquista

przetwarzanie analogowo-cyfrowe sygnalow
zbidr operacji przetwarzajacych sygnat analogowy w sygnat cyfrowy

przetwarzanie cyfrowe sygnalow
zesp6t narzgdzi teoretycznych, algorytmicznych, sprz¢towych i programo-
wych przeznaczonych do analizy i przetwarzania sygnaléw z wykorzysta-
niem technik cyfrowych

przetwornik analogowo-cyfrowy
uktad przetwarzajacy sygnat analogowy w sygnal cyfrowy reprezentowany
ciggiem stéw binarnych

przetwornik cyfrowo-analogowy
uktad odtwarzajacy z sygnatu cyfrowego, reprezentowanego ciggiem siow
binarnych, posta¢ analogowg sygnatu

stowo binarne
cigg znakéw binarnych o okre$lonej dtugosci

stosunek sygnat-szum
miara decybelowa stosunku mocy sygnalu uzytecznego do mocy szumu
zaklécajgcego

sygnal informacyjny (modulujacy)
sygnal, w ktérym zawarta jest uzyteczna informacja przesytana od nadajni-
ka do odbiornika

sygnal o ograniczonym pasmie
sygnal, ktérego widmo nie zawiera sktadowych o czestotliwos$ciach wiek-
szych od pewnej czestotliwos$ci granicznej

sygnal uzyteczny
sktadowa sygnatu zaktéconego, w ktérej zawarta jest informacja uzyteczna
(sygnat niezakt6cony)
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szum bialy
sygnal losowy, ktérego gesto$¢ widmowa jest stala w catym pasmie czesto-
tliwosci (lub réwnowaznie — ktérego wartosci sg nieskorelowane)

warunek Nyquista
warunek okre§lajacy czestotliwosC, z jakg nalezy prébkowac sygnat analo-
gowy, aby w jego prébkach zostata zachowana petna informacja o sygnale,
tj. mozliwe bylo doktadne odtworzenie sygnalu na podstawie jego probek;
zgodnie z tym warunkiem czestotliwo$¢ probkowania powinna by¢ co naj-
mniej dwa razy wieksza niz czgstotliwosS¢ graniczna pasma sygnatu

znak binarny (bit)
symbol dwdjkowy, najczesciej przedstawiany umownie jako ,,1” lub ,,0”
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Lekcja 7

Przetwarzanie sygnalow
analogowych przez uklady LS

Tematem lekcji 7 jest zagadnienie przetwarzania sygnatéw analogowych przez
uktady LS. W zastosowaniach praktycznych sygnaly sg przetwarzane przez roz-
nego rodzaju urzadzenia fizyczne, ktérych zadaniem jest przeksztalcenie sygna-
u w inny sygnat o pozadanych cechach. W celu opisu dziatania tych urzadzen
1 scharakteryzowania ich wlasciwo$ci wprowadza si¢ odpowiednie modele mate-
matyczne nazywane ukfadami.

W znaczeniu potocznym termin ,,uklad” jest uzywany zwykle na okreslenie
konkretnego urzagdzenia fizycznego, zlozonego z pewnych elementéw i realizuja-
cego zalozong funkcje. W lekcji 7 pojecie ukladu bedziemy rozumieé jako model
matematyczny urzadzenia przeznaczonego do przetwarzania sygnatéw. Szczegdl-
ng uwage poswiecimy uktadom liniowym stacjonarnym (ukfadom LS).

Poznamy opis uktadu w dziedzinie czasu, dziedzinie zespolonej i dziedzinie
czestotliwosci. Wprowadzimy pojecia podstawowych charakterystyk opisujacych
uktad w kazdej z tych dziedzin, tj. odpowiedzi impulsowej, transmitancji i cha-
rakterystyki amplitudowo-fazowej uktadu. Podkreslimy role ukfadu LS jako filtru
ksztaltujacego widmo sygnalu wyjsciowego. Przedyskutujemy zagadnienie wy-
znaczania sygnalu na wyjsciu ukladu dla réznych klas sygnaléw wejsciowych.
Oméwimy takze przyklady typowych prostych uktadéw.
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7.1. Pojecie ukladu. Podstawowe
definicje

Pojecie uktadu jest szeroko wykorzystywane m.in. w teorii obwoddow i teo-
rii systeméw. W teorii obwodéw uktad jest rozumiany jako model matematyczny
obwodu elektrycznego, a ogdlniej —sieci elektrycznej. W teorii systeméw pod
pojeciem uktadu rozumie si¢ z reguly model matematyczny urzadzenia rozpatry-
wanego w konwencji ,,wej$cie-wyjScie”. Konwencje te stosuje si¢ takze w teorii
sygnatéw. Uktad traktuje si¢ jako ,,czarng skrzynke” (rys. 7.1), na ktdrej wejsciu
wystepuje sygnat wejsciowy x, nazywany pobudzeniem, na wyjsciu za$ — sygnat
wyjsciowy y, nazywany odpowiedziq uktadu. Konwencja ta jest nazywana w lite-
raturze ujeciem transmisyjnym (por. np. [1], p. 2.1.5-H oraz [2], p. 9.2.1).

——  Uklad |——

Rys. 7.1. Ogdlny schemat uktadu

W ogélnym przypadku mozna rozpatrywac uktady o wielu wejsciach i wielu
wyjSciach i przyjmowaé modele wektorowe sygnatéw wejsciowych i wyjsciowych.

W lekcji ograniczymy si¢ do najprostszego przypadku uktadéw o jednym
wejsciu 1 jednym wyjsciu, na ktérych wystepujq sygnaly skalarne.

7.1.1. Uklad jako operator. Uklady analogowe i dyskretne

Istota ujecia transmisyjnego polega na przypisaniu uktadowi roli pewnej ope-
racji i opisaniu jego dziatania za pomocg operatora 1" odwzorowujacego wedlug
okreslonej reguly sygnal wejSciowy x w sygnal wyjsciowy y:

y =TIz (7.1)

Bedziemy zaktadaé, ze operator 1" jest okreslony na ustalonym zbiorze sygnatéw
wejsciowych X (zbiorze tzw. dopuszczalnych sygnatow wejsciowych) i odwzoro-
wuje go w zbiér sygnaléw wyjsciowych Y (zbiér dopuszczalnych sygnatow wyj-
Sciowych). Odwzorowanie to mozna zapisa¢ symbolicznie w postaci Y = T[X].

Symbole x i y we wzorze (7.1) majg charakter uniwersalny i moga odnosié
si¢ do réznych klas sygnatéw. Jesli dziedzina X i przeciwdziedzina Y operatora
T sg pewnymi zbiorami sygnaléw ciggtych w czasie, uklad nazywamy analogo-
wym. Jesli X 1Y sa zbiorami sygnatéw dyskretnych w czasie, uktad nazywamy
dyskretnym.
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7.1.2. Uklady liniowe

Operatory opisujgce uktady moga mieé¢ rézne wilasciwosci formalne. Wta-
Sciwosci te okreslajg poszczegdlne klasy uktadéw. Podstawowa klasg ukiadéw,
spelniajagca w zagadnieniach przetwarzania sygnatéw szczegdlnie wazng role, jest
klasa uktadéw opisywanych przez operatory liniowe stacjonarne (operatory LS).

Definicja 7.1. Operator T' nazywamy liniowym, jesli dla dowolnych sygnatéw
x1,r € X i dowolnych liczb rzeczywistych a1, ag € #Z zachodzi réwnosc:

T[OzlfL‘l + OéQfL‘Q] = OélT[IL‘l] + OZQT[JJQ]. (7.2)

Uktad opisany przez operator liniowy jest nazywany ukfadem liniowym. Jesli
operator 1" nie spelnia réwnosci (7.2), opisany przez niego uklad jest uktadem
nieliniowym.

Przyklad 7.1. Operatory rézniczkowania y(t) = dx(t)/ dt, calkowania y(t) =
[ x(t)dt i opbznienia y(t) = x(t — ty) o czas typ > 0 w dziedzinie sygnaléw
analogowych sg operatorami liniowymi. Uktady rézniczkujacy, catkujacy i op6z-
niajacy sg zatem uktadami liniowymi.

Przyklad 7.2. Operatory mnozenia skalarnego y[n] = ax[n] i opdZnienia sy-
gnalu o jedna probke y[n] = z[n — 1] w dziedzinie sygnaléw dyskretnych sa
operatorami liniowymi. Uklady dyskretne realizujace operacje mnozenia skalar-
nego i opdZnienia sg zatem ukladami liniowymi.

Przyklad 7.3. Opierajac si¢ na definicji (7.1) mozna tatwo sprawdzié, ze opera-
tory: podnoszenia do kwadratu 3y = 22, pierwiastkowania y = /7 oraz logaryt-
mowania y = log x, okre§lone w dziedzinie sygnaléw analogowych lub sygnatéw
dyskretnych, sa operatorami nieliniowymi. Uklady: podnoszacy do kwadratu, pier-
wiastkujacy i logarytmujacy sa zatem ukladami nieliniowymi.

Scisle rzecz biorac, wszystkie istniejace w rzeczywistosci uktady fizyczne sa
nieliniowe. Charakterystyki realnych ukfadéw nie moga by¢ bowiem dokfadnie
liniowe w catym zakresie zmian sygnatéw wejSciowych i wyjSciowych od —oo
do oo. Jednak jesli sygnaly zmieniajg si¢ w ograniczonym zakresie, wiele prak-
tycznych uktadéw mozna opisywac dostatecznie doktadnie modelami liniowymi.
Nieliniowe uktady przetwarzania sygnatéw zawierajq zwykle elementy nielinio-
we, takie jak diody, tranzystory itp. Odgrywaja one w przetwarzaniu sygnatéw
niemniejszg role jak uktady liniowe i sg wykorzystywane m.in. do modulacji i de-
modulacji sygnatéw, a takze wielu innych waznych operacji na sygnalach. Teoria
uktadéw nieliniowych jest bardzo zlozona i nie wszystkie rozpatrywane w niej
zagadnienia moga by¢ rozwigzane metodami analitycznymi. Problematyce ukfa-
déw nieliniowych sg poswiecone osobne opracowania (np. [3], rozdz. 11). Dalsze
nasze rozwazania ograniczymy do klasy uktadéw liniowych.

201



7.1. Pojecie ukladu. Podstawowe definicje 202

7.1.3. Uklady stacjonarne

W celu zdefiniowania pojecia stacjonarno$ci uktadu wprowadzimy najpierw
definicj¢ operatora przesuni¢cia w czasie.

Definicja 7.2. Operatorem przesunigcia sygnalu o czas ty € % w dziedzinie
sygnaléw analogowych nazywamy operator:

Py [x(t)] = z(t — to). (7.3)

Operatorem przesuniecia sygnalu o ng € .# probek w dziedzinie sygnaléw dys-
kretnych nazywamy operator:

P, {z[n]} = z[n — ng). (7.4)

Definicja 7.3. Operator T' okreslony w dziedzinie sygnatéw analogowych nazy-
wamy stacjonarnym, jesli dla kazdego sygnatu x(t) i kazdego przesunigcia tg jest
on przemienny z operatorem przesunigcia Py, :

T{Py[z(t)]} = Po{T[2(t)]} (7.5)

Podobnie, operator 1" okre§lony w dziedzinie sygnatéw dyskretnych nazywamy
stacjonarnym, jesli dla kazdego sygnatu z[n| i kazdego przesunigcia ng jest on
przemienny z operatorem przesuniecia P, :

T{Ppl[n]]} = Poo {T[z[n]]}- (7.6)

Uktad opisany przez operator stacjonarny jest nazywany ukfadem stacjonarnym.
Jesli operator 7" nie spetnia réwnosci (7.5) lub (7.6), to opisany przez niego uktad
jest uktadem niestacjonarnym.

Z definicji stacjonarno$ci wynika, ze dla ukfadu stacjonarnego kolejno$¢ wy-
konania operacji 1" i operacji przesuni¢cia P jest dowolna. Ten sam rezultat
uzyskamy w przypadku, gdy operacje T' wykonamy na sygnale przesuni¢tym
w czasie, jak i w przypadku, gdy operacje T wykonamy najpierw na sygnale nie-
przesunig¢tym, a nastgpnie otrzymany sygnal przesuniemy w czasie. ZaleznoSci
(7.5) i (7.6) oznaczaja takze, ze jesli T[z(t)] = y(t), to T'[x(t — to)] = y(t — to)
oraz jesli T{z[n|} = y[n], to T{x[n — nol} = y[n — ng).

Przyklad 7.4. Mozna tatwo sprawdzié, zZe operatory rézniczkowania, catkowania
1 opéZnienia w dziedzinie sygnatéw analogowych sg operatorami stacjonarnymi,
a wiec uktady rézniczkujgcy, catkujacy i opdZniajacy sq stacjonarne.

Przyklad 7.5. Operatory mnozenia skalarnego y[n] = ax[n] i opéZnienia sygnatu
o0 jedng probke y[n| = z[n — 1] w dziedzinie sygnatéw dyskretnych sa operato-
rami stacjonarnymi, a wi¢c uktady dyskretne mnozenia skalarnego i op6Zniajacy
s stacjonarne.
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Przyklad 7.6. Korzystajac z podanych definicji, mozna pokazad, ze uktady: pod-
noszacy do kwadratu, pierwiastkujacy i logarytmujacy sa uktadami stacjonarny-
mi. Natomiast ukfad analogowy opisany np. réwnaniem y(¢) = tz(t) i uktad
dyskretny opisany odpowiednikiem tego réwnania y[n] = nx[n] sa uktadami nie-
stacjonarnymi.

7.1.4. Uklady LS

Podane wyzej definicje umozliwiaja wydzielenie najbardziej podstawowej kla-
sy uktadéw, jaka jest klasa uktadéw LS.

Definicja 7.4. Uklady opisane przez operatory liniowe i stacjonarne nazywamy
uktadami liniowymi stacjonarnymi lub krétko uktadami LS.

Wiasciwosci liniowoSci 1 stacjonarno$ci umozliwiaja, jak pokazemy dalej,
wprowadzenie jednolitego opisu matematycznego uktadéw LS. Dzigki temu wigk-
szo$§¢ zagadnien teorii tych uktadéw moze by¢ rozwigzana metodami analitycz-
nymi.

Komentarz. Podane wyzej definicje liniowosci i stacjonarnosci ukladu sa w pelni ana-
logiczne do znanych z teorii obwoddéw definicji liniowosci i stacjonarno$ci obwodu elek-
trycznego. Pojecie stacjonarno$ci uktadu nalezy jednak odréznia¢ od pojecia stacjonar-
nosci sygnatu wprowadzanego w teorii sygnatéw losowych. W jezyku angielskim w od-
niesieniu do ukfadu stacjonarnego stosowany jest termin time-invariant system, natomiast
w odniesieniu do sygnatu stacjonarnego — stationary signal. W nazewnictwie polskim oba
pojecia stacjonarno$ci sg okres§lane tym samym terminem i nie nalezy ich mylic.

7.1.5. Uklady przyczynowe

W kazdym fizycznym urzadzeniu przetwarzajagcym sygnaly pojawienie si¢ na
wyjSciu sygnatu wyjsciowego nie moze nastapic¢ przed podaniem na jego wejscie
sygnatu wejSciowego. Jesli zatem uktad, jako model matematyczny urzadzenia fi-
zycznego, ma w sposéb adekwatny opisywac jego dzialanie, to powinien spetniaé
zasade przyczynowosci, ktéra orzeka, ze skutek nie moze poprzedzaé przyczyny,
tzn. odpowiedZ na wyjSciu uktadu nie moze pojawié si¢ zanim na jego wejscie nie
zostanie podane pobudzenie. Formalng definicj¢ pojecia przyczynowosci uktadu
mozna sformutowa¢ w nast¢pujacym brzmieniu.

Definicja 7.5. Zat6zmy, ze uklad jest opisany operatorem 7' odwzorowujacym
zbidr sygnatéw X na zbidr sygnaléw Y oraz y; = T'[x1] i yo = T[x2]. Ope-
rator T' okreS§lony w zbiorze sygnaléw analogowych X nazywamy operatorem
przyczynowym, jesli dla kazdych x;(t), x2(t) € X i kazdego to € % z réwnosci

xl(t) = .%'Q(t) dla t< to
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wynika réwnos§é
y1(t) = yolt) dla t < to.

Operator T' okreslony w zbiorze sygnaléw dyskretnych X nazywamy operatorem
przyczynowym, jesli dla kazdych x1[n], z2[n] € X i kazdego ng € .# z réwnosci

x1[n] = x2n] dla n < ng

wynika réwnosé
yi[n] = yo[n] dla n < ng.

Definicja 7.6. Uktad opisany operatorem przyczynowym jest nazywany uktadem
przyczynowym. W przeciwnym przypadku jest uktadem nieprzyczynowym.

Z podanych definicji wynika, ze dla uktadu przyczynowego z réwnosci
z(t) = 0dlat < ty (z[n] = 0 dla n < ng) wynika réwnosé¢ y(t) = 0 dla
t < to (y[n] =0 dlan < ng) dla kazdego tg € R (kazdego ng € I). Oznacza to,
iz —zgodnie z podang wczesniej definicja sfowng —odpowiedZ uktadu przyczyno-
wego nie moze poprzedzaé pobudzenia.

Przyklad 7.7. Uktad analogowy opdzniajacy sygnat o czas tp > 0 o réwnaniu
y(t) = x(t — ty) oraz uklad dyskretny op6zniajacyuktad!opézniajacy!dysktretny
sygnat o0 ng > 0 prébek o réwnaniu y[n] = x[n — ng] sg ukladami przyczynowy-
mi. Uktady przyspieszajace sygnal opisane réwnaniami y(t) = x(t + to), to > 0,
(y[n] = x[n + ng, np > 0) sa uktadami nieprzyczynowymi.

Mimo ze uktady nieprzyczynowe nie opisuja urzadzen fizycznie realizowal-
nych, sa niekiedy wykorzystywane jako modele matematyczne procesu przetwa-
rzania sygnatu. Sytuacja taka ma miejsce np. w przypadku filtréw cyfrowych
pracujacych w trybie off line, kiedy przetwarzanie sygnatu nie odbywa si¢ w cza-
sie rzeczywistym. Spos6b organizacji obliczen realizowanych przez filtr dopusz-
cza woéwczas korzystanie przy wyznaczaniu biezgcej probki sygnalu wyjsSciowego
filtru w chwili n zaréwno prébek sygnatu wejsciowego przed chwilg n, jak i za-
rejestrowanych wczesniej probek tego sygnatu po chwili n.

7.1.6. Uklady skupione i uktady o statych roztozonych

Liniowos$¢, stacjonarnos$¢ i przyczynowos$¢ sg immanentnymi cechami ukfa-
du, zaleznymi jedynie od jego struktury wewnetrznej oraz elementéw z jakich
jest on zbudowany i niezaleznymi od klasy przetwarzanych przez niego sygna-
16w. Inne wazne kryterium podziatu ukladéw, nie odnoszgce si¢ bezposrednio
do wilasciwosci operatora ukfadu, wynika z poréwnania wymiaréw geometrycz-
nych modelowanego przez niego ukiadu fizycznego z diugoscia fali odpowiadaja-
ca najwickszej czestotliwosci widma przetwarzanego sygnatu. Kryterium to jest
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zwiazane ze znanym z teorii obwodéw warunkiem quasi-stacjonarnosci (por. [1],
p- 1.4) i prowadzi do podziatu uktadéw na ukfady skupione i uktady o stalych
roztozonych.

Definicja 7.7. Jesli najwiekszy wymiar geometryczny ukladu fizycznego jest du-
7o mniejszy od najmniejszej dtugosci rozchodzacej si¢ w nim fali, to opisujacy go
model nazywamy ukfadem skupionym (o statych skupionych). Jesli warunek ten
nie jest spelniony, opisujacy go model nazywamy uktadem o statych roztoZonych.

W zakresie czgstotliwosci przetwarzanych sygnaléw do setek megahercéw
wickszo$¢ stosowanych w praktyce uktadéw fizycznych jest w spos6b adekwat-
ny opisywana modelami skupionymi. Zaktada si¢ wéwczas, ze czas propagacji
sygnalu wewnatrz uktadu jest nieskoniczenie maty. W przypadku czestotliwosci
rzedu gigahercOw wymiary geometryczne ukladéw przestaja by¢ duzo mniejsze
od dtugosci fali i metody opisu takich ukfadéw powinny uwzgledniaé zjawiska
falowe zwigzane ze skoficzonym czasem propagacji sygnatow. W zaleznosci od
pasma czestotliwosci przetwarzanych sygnaléw ten sam uktad fizyczny moze byé
raz traktowany jako uktad skupiony, innym za$ razem jako uktad o statych rozto-
zonych.

Przyktad 7.8. Analogowy uktad opdZniajagcyukiad!opdZniajgcy!analogowy
o réwnaniu y(t) = z(t — t9), to > 0, jest ukladem liniowym, stacjonarnym
i przyczynowym (por. przyktady 7.1, 7.4 i 7.7). Jak pokazemy w p. 7.5.1, uktad
ten nie jest jednak uktadem skupionym.

Do ukfadéw o stalych roztozonych naleza réwniez linie dtugie oraz urzadze-
nia mikrofalowe, takie jak rezonatory i falowody pracujace w zakresie bardzo
wielkich czgstotliwosci. Problematyka przetwarzania sygnaléw przez te uktady
jest na ogét ztozona i nie bedziemy si¢ nig zajmowac. W dalszych rozwazaniach
skoncentrujemy si¢ zatem na dobrze znanej z podstawowego kursu teorii obwo-
déw klasie uktadéw skupionych, liniowych i stacjonarnych, nazywanymi ukfadami
SLS.

7.1.7. Uklad jako filtr

Wraz z przetworzeniem sygnalu przez uktad nastgpuje przeksztalcenie je-
go widma. Niektdre skfadowe czestotliwosciowe widma sygnatu mogg byé przez
ukfad uwypuklone, inne sttumione badZ catkowicie usunigte, a wigc, jak méwi-
my — odfiltrowane. Bardzo czesto od projektowanego ukladu zadamy, aby prze-
ksztalcal on widmo sygnalu wejSciowego w widmo sygnatu na wyjSciu o poza-
danym ksztalcie.

Operacja przetworzenia widma sygnatu jest nazywana filtracjq. Z. tego wzgle-
du w teorii sygnatéw uktad jest czesto utozsamiany z filtrem, a uklady nazywane
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filtrami. W szczegdlnoSci uktady LS sa nazywane filtrami LS. W dalszym ciagu
nazw tych bedziemy uzywaé wymiennie.

Komentarz. Poje¢cie filtracji jest rozumiane w teorii sygnatéw takze w innym znaczeniu.
W teorii sygnatéw losowych filtracjg jest nazywana procedura prognozowania (estymacji)
biezacej wartoSci sygnatu w danej chwili na podstawie jego obserwacji przed ta chwila.
W dalszych rozwazaniach filtracj¢ bedziemy zawsze rozumieé jako operacj¢ przeksztat-
cenia widma sygnatu.

7.1.8. Opis ukladu w dziedzinie czasu

Przystapimy obecnie do oméwienia sposobéw matematycznego opisu ukfa-
déw analogowych. Przyjmiemy zalozenie, ze rozpatrywane uklady sa skupionymi
przyczynowymi uktadami LS (bedziemy je dalej nazywacd krétko uktadami). Od-
stepstwa od tego zatozenia bedziemy kazdorazowo wyraZnie zaznaczac.

Rozpatrzymy trzy rodzaje opisu uktadéw analogowych: w dziedzinie czasu,
w dziedzinie zespolonej oraz w dziedzinie czestotliwosci. Podamy definicje pod-
stawowych charakterystyk ukladu w tych dziedzinach. Oméwimy takze metody
wyznaczania sygnatu na wyjSciu uktadu na podstawie znajomosci jego odpowied-
niej charakterystyki oraz sygnatu wejsciowego. Przypomnimy w tym celu wazne
pojecie splotu. Pokazemy, ze sposéb wyznaczania odpowiedzi uktadu na pobu-
dzenie sygnalem wejsciowym zalezy od klasy rozpatrywanych uktadéw.

7.1.9. Odpowiedz impulsowa

Koncepcja opisu uktadu w dziedzinie czasu opiera si¢ na nastgpujacym ro-
zumowaniu. Przypusémy, ze w celu zbadania wlasciwosci uktadéw i poréwnania
ich dziatania pobudzamy je na wejsciu w chwili ¢ = 0 pewnym ustalonym stan-
dardowym sygnatem i obserwujemy na wyjSciu odpowiedzi na to pobudzenie.
W ogélnym przypadku odpowiedzi te zalezg nie tylko od sygnatu pobudzajace-
go, lecz réwniez od warunkéw poczatkowych uktadu (por. np. [1], p. 2.2.1-B,
C). Aby mozliwe bylo jednoznaczne okreslenie reakcji uktadu na pobudzenie ze-
wnetrzne w zalezno$ci jedynie od jego struktury wewnetrznej, a wigc niezaleznie
od tego w jakim stanie znajdowat si¢ on przed tym pobudzeniem, przyjmuje sie,
ze przed chwilg ¢ = 0 byl on w stanie spoczynku, tzn. zakfada sie, ze w chwi-
li tej w uktadzie nie byla zgromadzona energia. Zalozenie to jest rOwnowazne
przyjeciu zerowych warunkéw poczatkowych w chwili ¢t = 0.

Przy zatozeniu zerowych warunkéw poczatkowych kazdy uktad odpowiada na
ustalone testowe pobudzenie w charakterystyczny dla siebie sposéb. Odpowiedz
na to pobudzenie mozemy zatem przyjaé jako pewna charakterystyke uktadu opi-
sujacq w dziedzinie czasu jego dzialanie z punktu widzenia relacji ,,wejscie-wyj-
Scie”. Jako testowe sygnaly pobudzajace uktad przyjmuje si¢ dwa standardowe
sygnaty: impuls Diraca §(t) oraz skok jednostkowy 1(t).
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Definicja 7.8. Odpowiedzig impulsowq h(t) ukladu nazywamy sygnal, jaki wy-
stapi na jego wyjsciu, jesli bedzie on pobudzany impulsem Diraca 6(t) przy
zerowych warunkach poczatkowych w chwili ¢ = 0 (rys. 7.2a).

Znaczenie odpowiedzi impulsowej jako charakterystyki uktadu wynika z fak-
tu, ze znajac te charakterystyke mozna wyznaczy¢ odpowiedZ uktadu na dowolne
pobudzenie wejsciowe. Zagadnienie wyznaczania sygnatu na wyjsciu ukladu jest
jednym z podstawowych zagadnieri teorii sygnatéw zwiazanym SciSle z pojeciem
splotu. Oméwimy je dokfadniej w p. 7.1.14.

7.1.10. Odpowiedz jednostkowa

OdpowiedZ impulsowa uktadu, podobnie jak impuls Diraca, jest pojeciem
wyidealizowanym. Tak jak impuls Diraca, ma ona sens gestoSci sygnatu przypa-
dajacej na jednostke czasu, a wigc jej wymiarem jest [V /s], [A/s] itd. Poniewaz
impulsu Diraca nie mozna wytworzy¢ w ukladzie fizycznym, odpowiedzi impulso-
wej nie mozna zaobserwowac na wyjsciu ukladu rzeczywistego. Jest ona pewnym
abstraktem, ktérym postugujemy si¢ w celu matematycznego opisu ukladu. Z tego
wzgledu, jako alternatywny standardowy sygnat pobudzajacy uktad przyjmuje si¢
skok jednostkowy 1(t) i wprowadza si¢ pojecie odpowiedzi jednostkowej uktadu.

Definicja 7.9. Odpowiedzig jednostkowq r(t) uktadu nazywamy sygnal, jaki wy-
stapi na jego wyjsciu, jesli bedzie on pobudzany skokiem jednostkowym 1(t)
przy zerowych warunkach poczatkowych w chwili £t = 0 (rys. 7.2b).

W przeciwienistwie do impulsu Diraca skok jednostkowy mozna z dobrym
przyblizeniem wytworzy¢ fizycznie. OdpowiedZ jednostkowa moze wigc by¢ ob-
serwowana i badana na wyjsciu ukfadu fizycznego. Podobnie jak w przypadku od-
powiedzi impulsowej, jej znajomos$¢ jest dostateczna, aby wyznaczy¢ odpowiedz
ukfadu na dowolne pobudzenie wejsciowe. W tym sensie odpowiedZ jednostkowa
jest réwnowazng do odpowiedzi impulsowej charakterystykq uktadu opisujaca go
w dziedzinie czasu.

a) b)
o) Warunki | h(z) 1(z) Warunki | r(f)
—— poczatkowe —>— —— poczatkowe —>—
zerowe zerowe

Rys. 7.2. Interpretacja odpowiedzi impulsowej i odpowiedzi jednostkowej ukladu

7.1.11. Odpowiedz impulsowa ukladu przyczynowego

Impuls Diraca jest sygnalem przybierajgcym wartosci zerowe dla ¢t < 0. Jesli
uklad jest przyczynowy, to z warunku przyczynowosci opisujacego go operatora,
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okreSlonego definicjg 6.5, wynika, ze réwniez:
h(t)=0 dla t<O0. .7

Poniewaz kazdy realnie istniejacy uklad jest uktadem przyczynowym, warunek
(7.7) jest nazywany w literaturze podstawowym warunkiem realizowalnosci ukla-
du wyrazonym w kategoriach jego odpowiedzi impulsowej. Warunek ten mozna
sformulowaé takze w rownowaznej postaci w odniesieniu do odpowiedzi jednost-
kowej:

r(t)=0 dla t<O0. (7.8)

Komentarz. Dokladnie rzecz biorgc, warunki (7.7) i (7.8) sg warunkami konieczny-
mi przyczynowosci uktadu. Mozna jednak pokazaé, ze przy stosunkowo tagodnych za-
fozeniach dotyczacych klasy sygnatéw wejSciowych, ktdre sg spelnione przez wiekszos§¢
interesujgcych w praktyce sygnatéw (ograniczonos$¢ sygnalu w kazdym skoriczonym prze-
dziale [0,T], T > 0—por. [2], p. 9.2.3-A), warunki te sg zarazem dostateczne. W takich
przypadkach mozna je przyjaé za definicje przyczynowosci uktadu réwnowazne defini-
cjom 7.51 7.6.

7.1.12. Zwiagzki miedzy odpowiedziag impulsowg
a odpowiedzig jednostkowa

Jezeli T jest operatorem uktadu, to zgodnie z definicjami odpowiedzi impul-
sowej i odpowiedzi jednostkowej h(t) = T'[0(t)] oraz r(t) = T[I(t)]. Z drugiej
strony, poniewaz impuls Diraca jest pochodng skoku jednostkowego (por. wzoér
(1.18)), mozemy napisaé:

ht) =T [il(t)] . (7.9)

Uwzgledniajac liniowoSC i stacjonarno$¢ operatora 7', mozemy zamieni¢ kolej-
no$¢ wykonywania operacji 7' i operacji rézniczkowania. Dokonujac tej zamiany,

otrzymujemy:
d d
h(t) = —=T|[1(t)] = —r(t). 7.10
(t) = 5, TH®)] = ~r () (7.10)
Wynika stad, ze odpowiedZ impulsowa uktadu jest pochodng odpowiedzi jednost-
kowej. OdpowiedZ jednostkowa jest zatem catka odpowiedzi impulsowej:

t
r(t) = /h(t’) dt’. (7.11)
0

Pokazali§my tym samym, ze odpowiedzi impulsowa i jednostkowa uktadu sg
zwiazane zaleznoSciami (7.10) i (7.11). Zaleznosci te wymagaja jednak dodatko-
wego omoéwienia. Cytujac zwiazki (1.17) i (1.18) miedzy skokiem jednostkowym
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a dystrybucjg Diraca podkreslaliSmy, ze nalezy je rozumieé w sensie dystrybu-
cyjnym. Zwykla pochodna skoku jednostkowego jest bowiem réwna wszedzie
zeru, poza punktem ¢ = 0, w ktérym nie istnieje. Pochodna skoku jednostkowe-
go istnieje natomiast w sensie dystrybucyjnym (por. [2], p. 9.1.2-D) i jest réwna
dystrybucji Diraca. Z tych samych wzgledéw pochodng we wzorze (7.10) nalezy
w ogblnym przypadku rozumie¢ w sensie dystrybucyjnym. Pochodng t¢ mozna
traktowaé jako zwykla pochodna, jesli odpowiedz jednostkowa r(t) jest funk-
cja ciaggla i prawie wszedzie rézniczkowalng dla ¢ > 0. Jesli natomiast r(¢) jest
funkcja ciagla i prawie wszedzie rézniczkowalng dla ¢ > 0 (co jest z reguly spet-
nione dla realnie istniejagcych uktadéw), to jedyny mozliwy jej skok wystepuje
w punkcie ¢t = 0. Zalezno$¢ (7.10) przybiera wéwczas postac:

h(t) = 7'(t) + r(0+)d(¢t), (7.12)

gdzie r(0+) jest granicg prawostronng funkeji r(¢), gdy ¢ — 0, a 7/(t) oznacza
zwykla pochodna.

Podobnie, w zaleznosci (7.11) catka ma zwykly sens, jesli funkcja h(¢) nie za-
wiera sktadnikéw dystrybucyjnych. W przeciwnym razie catke we wzorze (7.11)
nalezy rozumie¢ jako granice:

t t
/h(t’) dt/ & lim [ h(t')dt. (7.13)
e—0+
0 —&

Tak wiec, jesli 7(0+) = 0 i w odpowiedzi impulsowej nie wystepuje sktad-
nik dystrybucyjny, to przy wyznaczaniu odpowiedzi jednostkowej na podstawie
odpowiedzi impulsowej (lub odwrotnie) mozemy skorzystaé z zaleznosci (7.10)
i (7.11). W przypadku, gdy odpowiedZ impulsowa zawiera sktadnik dystrybu-
cyjny, w obliczeniach nalezy zachowad ostrozno$¢ i przeprowadzac je w oparciu
o zaleznos$ci (7.12) 1 (7.13).

7.1.13. Ogélna posta¢ odpowiedzi impulsowej

Mozna pokaza¢ (uzasadnimy to w p. 7.2.4), ze dla klasy przyczynowych ukfa-
déw SLS, do ktérej ograniczyliSmy nasze rozwazania, odpowiedZ impulsowa ma
0g6lna postaé:

h(t) = a 6™ (t) + ...+ a10'(t) + ao + ho(t), (7.14)

gdzie 6()(t) jest k-ta pochodna (dystrybucyjna) impulsu Diraca, a ho(t) jest
zwykla funkcja spetniajacg warunek ho(t) = 0 dla ¢ < 0.

Uktady, ktérych odpowiedZ impulsowa zawiera jako sktadniki pochodne im-
pulsu Diraca nie majg jednak swoich odpowiednikéw wsréd uktadéw realnych,
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a wigc ich znaczenie jest wylacznie teoretyczne. W dalszym ciaggu mozemy zatem
ograniczyC si¢ do przypadku, gdy

h(t) = aod(t) + ho(t). (7.15)

Dla przyczynowych ukfadéw SLS, bedacych adekwatnymi modelami uktadéw
rzeczywistych, odpowiedZ impulsowa jest zatem sumg sktadnika dystrybucyjne-
20 apd(t) i zwyktej funkcji ho(t). Przypadek ten odpowiada postaci odpowiedzi
impulsowej okreslonej wzorem (7.12). Z poréwnania wzoréw (7.12) i (7.14) wy-
nika, ze ag = r(0+) oraz ho(t) = r'(t).

7.1.14. Zwiazek miedzy sygnalami na wejsSciu i wyjsSciu
ukladu. Zaleznos¢ splotowa

Jak podkresliliSmy w p. 7.1.9, wyjatkowo wazna rola odpowiedzi impulsowe;j
h(t) jako charakterystyki opisujacej uklad polega na tym, iz znajac t¢ funkcje
oraz sygnal wejSciowy z(t), mozemy wyznaczyé sygnatl y(t) na wyjsciu ukta-
du. Pokazemy teraz jaka operacje nalezy wykonaé na sygnatach z(t) i h(t), aby
wyznaczy¢ sygnal wyjsciowy y(t).

Punktem wyjscia jest wlasciwos¢ splotu dystrybucji Diraca (por. wzér (1.19)),
zgodnie z ktdrg dystrybucja §(t) jest elementem identyczno$ciowym operacji splo-
tu, tj. 0(t) x x(t) = =(t). Zapisujac t¢ réwnosé w jawnej postaci, otrzymujemy:

oo
£(t) = / 5(t — 7)(r) dr. (7.16)
—0o0
Odpowiedz uktadu opisanego operatorem 7' na sygnal x(¢) mozna zatem przed-
stawi¢ w postaci:

y(t) = Tle(®)] = T / 5(t — 7)a(r) dr

Traktujac catke jako granice¢ sumy i uwzgledniajac liniowo$¢ uktadu, mozemy
wprowadzi¢ symbol operatora 1" pod znak caftki:
00
y(t) = / T[6(t — 7)x(r)] dr.
—oc0
Poniewaz operator 1" dziata na wielko$¢ zalezng od zmiennej ¢, a nie oddzialy-
wuje na wielkoSci zalezne od zmiennej calkowania 7, mozemy dalej napisac:
00
y(t) = / T5(t - 7)) a(r) dr.

—00
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Uwzgledniajac z kolei, ze ze stacjonarnosci uktadu wynika, iz rownos¢ T'[0(t)] =
h(t) implikuje réwno$¢ T'[6(t — )] = h(t — 7), otrzymujemy ostatecznie:

o

y(t) = / h(t — 7)x(7)dr = h(t) * z(t). (7.17)

— 00

Tak wigc, sygnal na wyjsciu ukfadu jest splotem odpowiedzi impulsowej i sy-
gnalu wejSciowego. Poniewaz operacja splotu jest przemienna, zalezno$¢ (7.17)
mozemy takze zapisa¢ w postaci rOwnowaznej:

o0

y(t) = x(t) x h(t) = / h(r)z(t — ) dr. (7.18)

—00

Zaleznos¢ splotowa (7.17) lub (7.18) okreslajaca zwigzek miedzy sygnalem
wyjSciowym a sygnatem wejSciowym, jest konsekwencjg liniowosci i stacjonarno-
$ci uktadu. Wzory (7.17) i (7.18) stanowig podstawe do obliczania w dziedzinie
czasu odpowiedzi uktadéw LS na dowolne pobudzenie wejsciowe.

Nalezy podkresli¢, ze nie dla wszystkich sygnatéw catka splotowa jest zbiez-
na. Aby splot istniat dla kazdego ¢ (lub prawie kazdego t), sygnaly splatane musza
spetnia¢ okre§lone warunki. Warunkéw tych nie bedziemy tu omawia¢ (ich dysku-
sj¢ mozna znalezé np. w [2] p. 9.1.1-A lub [4] p. 2.8.2), dodamy jedynie, Ze jesli
odpowiedZ impulsowa uktadu ma posta¢ okre§long wzorem (7.15), to zgodnie
z liniowoS$cig catki splotowej i wlasciwoscig splotu dystrybucji Diraca, zaleznosci
(7.17) 1 (7.18) przybieraja postac:

y(t) = apx(t) + / ho(t — 7)x(1) dT = apx(t) + / ho(T)z(t — ) dr, (7.19)

gdzie ho(t) jest czescig funkcyjng odpowiedzi impulsowe;.

7.1.15. Zaleznos¢ splotowa w przypadku ukladu
Przyczynowego

Ze wzgledu na to, ze w zaleznoSciach (7.17) i (7.18) catkowanie przebie-
ga w najszerszych mozliwych granicach od —oo do oo, nosza one nazwe splotu
dwustronnego. Odnosza si¢ one zatem do przypadku, gdy obie splatane funk-
cje, a wigc takze odpowiedz impulsowa h(t), przybieraja wartosci niezerowe na
calej osi czasu. Korzystajac z tych zaleznosci, mozna zatem oblicza¢ sygnal na
wyjSciu uktadéw nieprzyczynowych. W przypadku ukladéw przyczynowych od-
powiedZ impulsowa h(t) dla ujemnych wartosci argumentu przybiera wartosci
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zerowe. Granice calkowania we wzorach (7.17) i (7.18) ulegaja wéwczas od-
powiedniemu zawezeniu. Jak mozna tatwo sprawdzi¢ (por. p. H), dla uktadéw
przyczynowych wzory te przybieraja postac:

y(t) = / h(t — 7)a(r) dr = / W)t — 1) dr. (7.20)
—00 0

Jesli réwniez sygnal wejsciowy jest réwny zeru dla ¢ < 0, sygnal na wyjsciu
uktadu jest okreslony splotem jednostronnym:

y(t) = /h(t —7)z(r)dr = /h(T)x(t —7)dT. (7.21)
0 0

Podkreslmy, ze zwigzek miedzy sygnatem wyjSciowym ukltadu a sygnalem
wejSciowym moze by¢ takze wyrazony za pomocg odpowiedzi jednostkowej r(t).
Prowadzi to do zaleznoSci nazywanej catkq Duhamela (por. np. [2], p. 9.2.3-C).
Zalezno$¢ ta jest jednak mniej uzyteczna do wyznaczania sygnalu na wyjsciu
uktadu.

7.1.16. Obliczanie calki splotowej

Jak wynika z przytoczonych wzoréw, w celu obliczenia catki splotowej nalezy
wykonaé nastepujace operacje na splatanych sygnatach:
— zmieni¢ argument obu sygnaléw z ¢ na 7, tj. na zmienng catkowania,
— odbi¢ zwierciadlanie wzgledem osi rzednych jeden ze splatanych sygnatéw,
tzn. zmieni¢ jego argument z 7 na —7,
— przesunaé sygnal odbity o czas t, tzn. wzig¢ go od argumentu ¢t — T,
— pomnozy¢ odbity i przesuniety sygnal przez drugi sygnat i obliczaé¢ pola pod
ich iloczynem dla kolejnych wartosci przesunigcia ¢.
Otrzymany w wyniku sygnat jest w ogélnym przypadku funkcja zmiennej ¢ za-
réwno przez zmienng podcatkowa, jak i przez granice catkowania. Bardzo czesto,
zwlaszcza w przypadku sygnatéw impulsowych, granice catkowania zmieniajg si¢
dla r6znych warto$ci argumentu ¢ i catke splotowg nalezy wéwczas rozbi¢ na su-
me calek w poszczegdlnych przedziatach zmiennos$ci tego argumentu. Niekiedy
pomocne jest w takich przypadkach poparcie obliczei odpowiednig konstrukcja
graficzng, badZ wrecz obliczenie splotu metodg graficzna.

Przyklad 7.9. Wyznaczymy sygnat y(¢) na wyjsciu ukfadu opisanego odpowie-
dzig impulsowg h(t) = §(t) —ae™** 1(t) i pobudzanego impulsem prostokatnym
x(t) = N(=).

OdpowiedzZ impulsowa ma w tym przypadku postaé (7.15), a wiec sygnal wyj-
Sciowy jest okreslony ogélnymi wzorami (7.19). Poniewaz oba splatane sygnaly

212



7.1. Pojecie ukladu. Podstawowe definicje 213

sg réwne zeru dla ¢ < 0, splot sygnalu wejSciowego x(t) z czgscig funkcyjng

odpowiedzi impulsowej ho(t) = —ae™** 1(t) obliczamy w granicach od 0 do ¢:
t t -
2
y(t) Zx(t)Jr/ho(t—T)x(T) a/e aft- T)|_|< T/ ) dr.
0 0

Sposéb obliczenia wystepujacej tu calki jest zilustrowany na rys. 7.3. Dla prze-
sunigé 0 < t < T splatanie nastgpuje w przedziale [0, ¢] (rys. 7.3a), a wigc:

; t
—-T1/2
a/e_o‘(t_T) M <TT/> dr = ae_o‘t/e‘” dr=1—e"*.
o 0

Dla t > T sygnaly splataja si¢ w przedziale [0, 7] (rys. 7.3b) a wiec:

t T
a/e_o‘(t_T) [l (T _TT/2> dr = ae_at/em dr = e @(=T) _g=ot
0 0

L.aczac otrzymane wyniki, otrzymujemy ostatecznie:

e~ ot dla 0<t<
y(t) =

T
= 1(t)—e D) 1(t—T).
et _emalt=T)  (dla ¢>T.

Wykres sygnatu wyjsciowego y(t) jest pokazany na rys. 7.3c. Zauwazmy, ze
w chwili t =T wystepuje skokowa zmiana sygnatu o warto$¢ —1.

) bon(e2) b A A (o)
] 1 1
e-a(t7)
7 LA
0 ¢t T 1 0 T t ¢ 0 T t

Rys. 7.3. Ilustracja obliczania catki splotowej dla sygnatéw z przyktadu 7.9

Przyklad 7.10. Wyznaczymy sygnal y(¢) na wyjsciu uktadu o odpowiedzi im-
pulsowej h(t) = ae ®*1(t), « > 0, pobudzanego sygnalem sinusoidalnym
x(t) = sin(at), —oo < t < +00.
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W tym przypadku jeden z sygnaléw splatanych przybiera wartoSci niezerowe
na calej osi czasu. Skorzystamy zatem z pierwszego ze wzoréw (7.20):

t [ .
ot _ g—lar

y(t) = / ae_a(t_T) SiH(O[’T) dr = ae_at / - T dr =

2j
t
—at —a 14 1ot
_ oe ‘ / [e(1+j)a7 o e(lfj)a7:| dr = oe ‘ t e( +J? t B e( J‘) B
2j 2] (1+j)a (1-ja

—00
1 (1 _ J) ejoaf _(1 +,]) e—jat _ 1 ejat _e—jat ejat + e—jat
2] 2 2 2j 2

_1(. ; t)_l_(t’ﬂ')
= 5(sinat —cosa _\/§SIH at— ).
W wyniku otrzymujemy takze sygnal sinusoidalny o tej samej pulsacji «, ampli-
tudzie v/2 razy mniejszej i op6zniony o /4.

7.2. Opis ukladu w dziedzinie
zespolonej

7.2.1. Przeksztalcenie Laplace’a

Opis uktadu w dziedzinie zespolonej jest oparty na matematycznym formali-
zmie catkowego przeksztalcenia Laplace’a. Definicja i najwazniejsze wlasciwosci
przeksztalcenia Laplace’a sa zwykle omawiane w podstawowym kursie teorii ob-
wodéw (por. np. [5], p. 6.1.4). Przypomnimy tu jedynie definicje.

Definicja 7.10. Niech f(t) bedzie funkcja rzeczywistg lub zespolong zmiennej
rzeczywistej t, réwna tozsamosciowo zeru dla t < 0. Przeksztatceniem Laplace’a
nazywamy odwzorowanie .# okreslone catka:

F(s)=2[f(t)] & / f(t)e st dt, (7.22)
0

ktére funkcji f(¢) przyporzadkowuje funkcje F'(s) zmiennej zespolonej
s=a+jw.

Funkcje f(t), f(t) = 0 dla ¢t < 0, dla ktérych catka (7.22) istnieje nazywa-
my funkcjami Z-transformowalnymi lub oryginatami przeksztalcenia Laplace’a,
a funkcje F'(s) - transformatq Laplace’a.
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Zalézmy, ze sygnal z(t) = 0 dla t < 0, jest .Z-transformowalny. Jesli jest to
sygnat ciagly, przeksztalcenie Laplace’a jest wzajemnie jednoznaczne, tzn. znajac
transformate X (s) = Z[z(t)] sygnatu z(t) mozemy, stosujac odwrotne prze-
ksztalcenie Laplace’a .Z~1[X (s)], jednoznacznie odtworzy¢ ten sygnat. Oznacza
to, ze dla ciagglych sygnatéw x(t) réwnosé z(t) = £ [ X (s)] zachodzi w kaz-
dym punkcie t. Inaczej méwiac, transformata X (s) zawiera w tym przypadku
petng informacje o sygnale x(t), z tym ze wyrazong w innym, bardziej abstrak-
cyjnym jezyku matematycznym.

Jesli sygnat x(t) ma punkty nieciagtosci, réwnosé x(t) = £~ 1[X(s)] za-
chodzi prawie wsz¢dzie, z doktadnoScia do wartoSci w punktach niecigglosci.
Poniewaz w praktycznej analizie sygnatéw nie jest z reguly istotne, jakie warto-
$ci przybieraja one w punktach nieciggtodci, bedziemy zakladaé, ze sygnat x(t)
i jego transformata Laplace’a X (s) sg zwigzane wzajemnie jednoznacznie. Pare
funkcji z(t) i X(s) = ZLz(t)] bedziemy nazywal parq transformat Laplace’a
i oznaczaé¢ symbolicznie z(t) < X (s).

7.2.2. Transmitancja

Rozwazmy przyczynowy uktad SLS pobudzany sygnatem xz(t) réwnym tozsa-
mosciowo zeru dla ¢ < 0 (rys. 7.4a). Przy tych zalozeniach sygnat y(¢) na wyjsciu
tego uktadu jest réwniez réwny tozsamosciowo zeru dla ¢ < 0. Oznaczmy trans-
formaty Laplace’a tych sygnalow X (s) = Z[z(t)] oraz Y (s) = ZLy(t)].

Definicja 7.11. Transmitancjq ukladu nazywamy iloraz transformaty Lapla-
ce’a sygnalu na jego wyjsciu do transformaty Laplace’a sygnatu na jego wejsciu:

Y(s)
H(s) = . 7.23
(S) X(S) ( )
Z okreSlenia transmitancji wynika réwnanie

Y(s) = H(s)X(s) (7.24)

opisujace w dziedzinie zespolonej zaleznos¢ miedzy sygnalem wejSciowym a sy-
gnatem wyjSciowym (rys. 7.4b). Réwnanie to jest nazywane rownaniem trans-
misyjnym ukladu. Transformata Laplace’a sygnalu na wyjsciu ukfadu jest wiec
iloczynem transmitancji i transformaty Laplace’a sygnatu na jego wejsSciu. Wyni-
ka stad, ze

y(t) = L '[H(s)X(s)] (7.25)

Zat6zmy teraz, ze ukfad jest pobudzany impulsem Diraca (). Uwzglednia-
jac w réwnaniu (7.25), ze Z[6(t)] = 1 oraz fakt, ze na wyjsciu uktadu wystapi
wowczas sygnat h(t), otrzymujemy réwnosé:

h(t) = L7 [H(s)], (7.26)
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a) b)
x| 1) y(0)=h(1)=x(1) X@) | H(s) Y(s)=H (s) X(s)

Rys. 7.4. Opis uktadu w dziedzinie czasu (a) i dziedzinie zespolonej (b)

z ktérej wynika, ze transmitancja ukladu jest transformatg Laplace’a jego odpo-
wiedzi impulsowej (rys. 7.5):

H(s) = Z[h(t)]. (7.27)

OdpowiedZ impulsowa i transmitancja ukltadu sg wigc ze sobg zwigzane
wzajemnie jednoznacznie calkowym przeksztalceniem Laplace’a. Znajac odpo-
wiedZ impulsowg, mozemy jednoznacznie wyznaczyC transmitancje i odwrotnie.
Transmitancje H (s) mozemy zatem traktowaé jako pewng charakterystyke ukfa-
du, réwnowazng odpowiedzi impulsowej h(t), opisujacg ten uklad w dziedzi-
nie zespolonej. Zgodnie ze wzorem (7.25), znajomo$¢ transmitancji wystarcza,
aby wyznaczy¢ sygnal y(¢) na wyjsciu uktadu pobudzanego dowolnym sygnatem
Z-transformowalnym.

S0 [ a0k
1 H(s) Y(s)=H (s)

Rys. 7.5. Zalezno$¢ miedzy transmitancja i odpowiedzig impulsowg uktadu

Zauwazmy, ze réwnanie transmisyjne (7.24) jest konsekwencja zaleznoSci
splotowej (7.17). Istotnie, dokonujgc przeksztalcenia Laplace’a obu stron réw-
noSci (7.17) i uwzgledniajac, ze operacji splatania sygnaléw w dziedzinie czasu
odpowiada mnozenie ich transformat Laplace’a w dziedzinie zespolonej, otrzy-
mujemy:

Y(s) = Zly(0)] = ZIh(t) = o(t)] = Z[h(0) L]2()] = H(s)X(s). (7.28)

7.2.3. Wyznaczanie sygnalu na wyjsciu ukladu
w dziedzinie zespolonej

Z. przeprowadzonych rozwazan wynika, ze w przypadku klasy sygnatéw
Z-transformowalnych problem wyznaczania sygnalu na wyjsciu ukfadu moze-
my przenie$¢ do dziedziny zespolonej. Zgodnie ze wzorem (7.25) nalezy w tym
celu obliczy¢ transformatg Laplace’a X (s) sygnatu wyjsciowego x(t), pomnozyé
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ja przez transmitancj¢ H(s), a nastgpnie wyznaczy¢ odwrotng transformate La-
place’a iloczynu. Ten sposéb postgpowania nosi nazwe metody operatorowej. Sto-
sujac metode operatorowg do wyznaczania sygnatu wyjsciowego unikamy skom-
plikowanych czesto obliczen wymaganych przy bezposrednim obliczeniu catki
splotowej (7.21).

Przyklad 7.11. Rozpatrzymy ponownie przyklad 7.9 i wyznaczymy sygnat y(¢)
na wyjsciu rozpatrywanego w nim uktadu, tym razem przeprowadzajac obliczenia
w dziedzinie zespolonej. Korzysta¢ bedziemy przy tym z podstawowych znanych
par transformat Laplace’a. Najpierw obliczamy transmitancje:

H(s) = ZIh(t)] = L[0(t) —ae 1) =1 - —— =
() = L) = Z16(0) — ae 1) =1 - = = 2,
a nastepnie transformate sygnatu wejsciowego:
X(s) = Zla(t) = ZU) ~ 14 -T)] = = ™7
s s
Z kolei obliczamy transformate sygnalu wyjsciowego:
1 1 —sT

— e
S+« S+«

Wyznaczajac odwrotng transformate y(t) = .2~ '[Y (s)], otrzymujemy ten sam
wynik, jak w przyktadzie 7.9, ale znacznie mniejszym naktadem obliczeniowym.

Przyklad 7.12. Wyznaczymy napieciowa odpowiedZ u(t) réwnolegtego obwodu
rezonansowego RLC pokazanego na rys. 7.6a na pobudzenie pradowym sko-
kiem jednostkowym i(t) = IpI(t) przy zalozeniu, ze dobro¢ obwodu @ > 1/2
(R?> (L/C)/4).

a) b) A u)

_ /\\\\I]\\\/\/VV\V/\VAVAVAV -

Rys. 7.6. Réwnolegly obwéd rezonansowy RLC (a) i jego odpowiedZ jednostkowa (b)

Réwnanie tego obwodu w dziedzinie zespolonej, wigzace transformaty
U(s) = ZL[u(t)] oraz I(s) = ZL[i(t)], ma posta¢ U(s) = Z(s)I(s), gdzie Z(s)
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jest impedancja obwodu. Wynika stad, ze w tym przypadku transmitancja jest
réwna impedancji Z(s):

H(s) 1 RLs 1 S
S) = = B
l+80+i RLCs?2+ Ls+ R  C(s+a)?+w?’
R sL
gdzie oznaczono:
_ 1 2_ 2 2 1
SRC wy; =wy —a” >0, wO_LC"

Transformata napigcia na zaciskach obwodu ma zatem postac:

Iy 1
U = erarsat

Korzystajac z tablic transformat Laplace’a, otrzymujemy:

1
u(t) = —L e sinwgtI(t).
Ws

Przebieg napigcia u(t) jest pokazany na rys. 7.6b.

7.2.4. Ogoélna postaé¢ transmitancji

W obu rozpatrywanych wyzej przyktadach transmitancje byly funkcjami wy-
miernymi rzeczywistymi (funkcjami wr) zmiennej zespolonej s. Dowodzi si¢
(por. np. [2], p. 9.2.1-B), ze jest to ogdlna wlasciwos¢ przyczynowych uktadéw
SLS. Dla tej klasy uktadéw transmitancja ma ogdélng postac:

L(S) blsl + blflslfl + ...+ bis+ by

H(s) = = 7.29
(5) M(s) cms™+cmo18™ M+ +cas+c’ (7.29)

gdzie wspéiczynniki b;, ¢ = 1,...,l,0oraz ¢cj, j = 1,...,m, sa liczbami rzeczywi-
stymi, [ = stL(s) jest stopniem licznika, a m = stM (s) — stopniem mianownika.

Jesli [ —m > 0, to dzielac licznik transmitancji (7.29) przez mianownik,
mozemy przedstawié ja w postaci:

Lo(s)

H(s) =aps"+...+a15+ap+ M(s)

=a,s"+...+a1s+ao+ Ho(s), (7.30)

gdzie Hy(s) jest funkcjq wymierng wlasciwg (o stopniu licznika mniejszym niz
stopiefi mianownika) oraz n = [ —m > 0. Ze wzoru (7.30) wynika cytowana
wczedniej ogélna posta¢ odpowiedzi impulsowej przyczynowych uktadéw SLS,
okreslona wzorem (7.14). Zachodzi przy tym zalezno$¢ Hy(s) = Z[ho(t)]. Ukla-
dy, dla ktérych | — m > 0, nie majg odpowiednikéw fizycznie realizowalnych,
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a wigc w praktyce interesujacy jest jedynie przypadek | — m < 0. Transmitancja
jest woéwczas okre§lona wzorem:

H(s) =ap+ Ho(s), (7.31)

co odpowiada postaci odpowiedzi impulsowej okre§lonej wzorem (7.15). Zauwaz-
my, ze w obu rozpatrywanych przykladach 7.11 i 7.12 mieliSmy do czynienia
z przypadkiem [ — m = 0.
Wydzielajac staly czynnik Hy = b;/c;y,, transmitancje (7.29) mozemy przed-
stawi¢ w jeszcze innej postaci:
(s—z1)(s—22)...(s— 2)

H(s) = Ho (s —s1)(s—82)...(s—sm)’ (7.32)

gdzie z; sa zerami transmitancji, a s; —jej biegunami, tzn. miejscami zerowymi
jej mianownika. Bieguny transmitancji sg pierwiastkami réwnania:

CmS™ 4+ 18" b s+ =0 (7.33)

nazywanego rownaniem charakterystycznym uktadu. Poniewaz wspotczynniki obu
wielomianéw we wzorze (7.29) sa rzeczywiste, wszystkie zera i bieguny transmi-
tancji sg albo rzeczywiste albo tworzg pary liczb zespolonych sprzezonych. Moga
by¢ one przy tym jednokrotne lub wielokrotne.

7.2.5. Zwigzki miedzy polozeniem zer i biegunéw
transmitancji a postacig odpowiedzi impulsowej

Ze wzoru (7.32) wynika, ze z doktadnosScig do wspétczynnika skali Hy trans-
mitancja ukfadu jest jednoznacznie okreSlona przez rozkiad jej zer i biegunéw
na plaszczyZnie zmiennej zespolonej s. Na podstawie znajomosci polozenia zer
i biegunéw na ptaszczyznie s oraz wspotczynnika Hy mozna wyznaczy¢ jedno-
znacznie przebieg odpowiedzi impulsowej uktadu. W jezyku zer i biegunéw moz-
na zatem wyrazi¢ pelna informacj¢ o wlasciwosciach transmisyjnych uktadu. Jest
to wprawdzie jezyk abstrakcyjny, ale postugiwanie si¢ nim bardzo utatwia anali-
z¢ wielu istotnych wlasciwosci formalnych uktadu, m.in. okreSlenie typu ukifadu,
czy badanie jego stabilnosci (por. p. 6.2.6-B,C).

Aby ustali¢ zwigzek miedzy polozeniem zer i biegunéw a postacia odpo-
wiedzi impulsowej uktadu, wystarczy przedstawic transmitancje (7.32) w postaci
(7.31) i roztozy¢ funkcje Ho(s) = Z[ho(t)] na utamki proste. Przy zatozeniu,
ze funkcja Hy(s) jest nieskracalna (jej licznik i mianownik nie majg wspdlnych
czynnikéw), bieguny obu funkcji Ho(s) i H(s) sa identyczne. Znajac rozktad
funkcji Ho(s) na utamki proste, mozna na podstawie tablic par transformat La-
place’a wyznaczyé poszczegélne sktadniki funkcji ho(t).
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Jesli bieguny transmitancji sa jednokrotne, w rozkladzie na utamki proste
funkcji Hy(s) wystapig sktadniki, ktérych mianowniki sa:

— dwumianami s + «o; (co odpowiada przypadkowi biegunéw rzeczywistych
s;i = —ay); odpowiedZ impulsowa hq(t) bedzie wowczas zawiera sktadowe
o postaci A; e~ I(¢),

— tréjmianami kwadratowymi s? + pjs + q; (co odpowiada przypadkowi bie-
gunéw zespolonych sprzgzonych s;, , = —a; + jw;); odpowiedZ impulso-
wa ho(t) bedzie wowczas zawiera¢ skfadowe o postaci e~ (B; cosw;t +
Cjsinwj;t)1(t), gdzie parametry o, w; sa zalezne tylko od wspétczynnikéw

Jesli bieguny sa wielokrotne, wymienione sktadowe odpowiedzi impulsowej s3
dodatkowo mnozone przez odpowiednie wielomiany zmiennej ¢. OdpowiedZ im-
pulsowa h(t) ukladu bedzie zatem w ogblnym przypadku sumg impulsu Diraca
apd(t) oraz sktadowych zmiennych o podanych wyzej postaciach. Wspétczyn-
niki poszczegélnych sktadowych sa okre§lone przez wspétrzgdne zer i biegu-
néw. Szczegdlowe omdwienie metody wyznaczania odwrotnej transformaty La-
place’a funkcji wymiernej wlasciwej z wykorzystaniem rozkladu na utamki proste
mozna znaleZé w [5], p. 6.2.3-B.

7.3. Opis ukladu w dziedzinie
czestotliwosci

7.3.1. Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu

Zalézmy, ze odpowiedZ impulsowa h(t) uktadu SLS jest .7 -transformowalna
w sensie zwyktym lub w sensie granicznym.

Definicja 7.12. Charakterystykq amplitudowo-fazowq uktadu nazywamy transfor-
mat¢ Fouriera jego odpowiedzi impulsowej:

o0
H(jw) = / h(t) e dt. (7.34)
— 0o
Podana definicja okresla pojecie charakterystyki amplitudowo-fazowej zaréw-
no w odniesieniu do ukfadéw przyczynowych, jak i nieprzyczynowych. W przy-

padku ukladéw przyczynowych calkowanie we wzorze (7.34) przebiega w gra-
nicach [0, 4+00). Z definicji tej wynika, ze charakterystyka amplitudowo-fazowa
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jest widmem odpowiedzi impulsowej. Podkreslmy, ze w przeciwieistwie do stan-
dardowej notacji widma sygnatu, argument funkcji H (jw) jest zwyczajowo ozna-
czany jw. Notacje taka jest uzasadniona faktem, iz w przypadku uktadéw przy-
czynowych migdzy charakterystyka amplitudowo-fazowa a transmitancja uktadu
zachodzi zalezno$¢:

H(jw) = H(s)|s=jw, (7.35)

tzn. charakterystyka amplitudowo-fazowa H (jw) jest réwna transmitancji H (s)
przy podstawieniu s = jw.

Przyklad 7.13. Wyznaczymy charakterystyke amplitudowo-fazowa uktadu o od-
powiedzi impulsowej h(t) = 6(t) — ae ' 1(t), rozpatrywanego w przykia-
dach 7.9 i 7.11. W przyktadzie 7.11 obliczyliSmy transmitancj¢ tego uktadu
H(s) = s/(s + «). Podstawiajac w tym wzorze s = jw, otrzymujemy:
. jw
H = . 7.36
(o) =350 (7.36)

Przyklad 7.14. W analogiczny sposéb wyznaczamy charakterystyki amplitudo-
wo-fazowe ukladéw rozpatrywanych w przykladzie 7.10:

e} @
H(jw) = = 7.37
(je) stal, atjw (7.37)
oraz w przykiadzie 7.12.

Hijw) 1 s 1 jw 1 jw

w)) = —— = — = — .
J C(s+a)P+uwi, Cl+jw)?+w? Cwj—w?+j2aw

(7.38)

7.3.2. Rownanie transmisyjne w dziedzinie czestotliwoSci

Rozwazmy uktad pobudzany sygnatem x(t) okreslonym w ogélnym przy-
padku w przedziale ¢ € (—oo, +00). Zalézmy, ze na wyjsciu uktadu wystepuje
woéwczas sygnal y(t) oraz ze oba sygnaly z(t) i y(t) sa .#-transformowalne.
Oznaczmy ich widma X (w) = Z[z(t)] oraz Y (w) = Z[y(t)].

Zaleznos$¢ migdzy sygnatami x(t) i y(t) w dziedzinie czasu jest okreslona
splotem (7.18) (rys. 7.7a). Poniewaz, zgodnie z twierdzeniem 3.8, operacji splotu
odpowiada mnozenie transformat Fouriera, zatem ze wzoru (7.18) wynika ze

Y(w) = H({jw)X (w). (7.39)

Zalezno$¢ (7.39) jest nazywana rownaniem transmisyjnym uktadu w dziedzi-
nie czestotliwosci. Zgodnie z tg zalezno$cia widmo sygnatu na wyjsciu uktadu jest
iloczynem charakterystyki amplitudowo-fazowej i widma sygnatu na jego wejsciu
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(rys. 7.7b). Obliczajac odwrotng transformate Fouriera tego iloczynu, otrzymuje-
my:
y(t) = F HH(jw) X ()], (7.40)

Widzimy wigc, ze znajac charakterystyke amplitudowo-fazowa H (jw) ukta-
du, mozemy obliczy¢ jego odpowiedZ na dowolny .#-transformowalny sygnat
wejSciowy. Funkcje H (jw) mozemy zatem przyjaé za podstawowg charaktery-
styke uktadu réwnowazng odpowiedzi impulsowej i opisujacg jego wlasciwosci
transmisyjne w dziedzinie czestotliwosci.

a) b)

y(@O=h@0)*x(?) X(w) H(jo) Y(w)=H (jo) X(w)

E)

h(?)

Rys. 7.7. Opis uktadu w dziedzinie czgstotliwosci

7.3.3. Charakterystyka amplitudowa i charakterystyka
fazowa

Charakterystyke amplitudowo-fazowa mozna przedstawi¢ w postaci bieguno-
wej:
H(jw) = [H(jw)| 870 2 A(w) o) (7.41)

lub w postaci algebraiczne;j:
H(jw)=Re H(jw) +jIm H(jw) £ P(w) +jQ(w), (7.42)

gdzie A(w), ¢(w), P(w), Q(w) sa funkcjami rzeczywistymi zmiennej w €
(—00,400). Funkcje te sa nazywane odpowiednio: charakterystykq amplitudo-
wq, charakterystykq fazowq, charakterystykq rzeczywistq i charakterystykq urojo-
ng uktadu. Wraz z charakterystyka amplitudowo-fazowa tworza one zbior charak-
terystyk czestotliwosciowych uktadu opisujacych go w dziedzinie czestotliwosci.

Poniewaz charakterystyka amplitudowo-fazowa jest transformatg Fouriera
sygnalu rzeczywistego, wigc jest funkcjg hermitowskg, tzn. spelnia réwnosc
(por. p. 2.1.1-D):

H(jw) = H*(—jw). (7.43)

Oznacza to, ze charakterystyka amplitudowa i charakterystyka rzeczywista sa
funkcjami parzystymi:

A(-w) = Aw),  P(-w) = P(w), (7.44)
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a charakterystyka fazowa i charakterystyka urojona—funkcjami nieparzystymi
zmiennej w:
p(-w) =—pw), Q(-w)=-Qw). (7.45)

Z. wlasciwosci tych wynika, ze charakterystyki czestotliwoSciowe wystarczy
wyznaczaé dla fizycznych warto$ci pulsacji w > 0, a nastgpnie dokonac¢ ich od-
powiedniego przedtuzenia dla w < 0.

W praktyce jesteSmy zainteresowani przede wszystkim wyznaczeniem cha-
rakterystyki amplitudowej i charakterystyki fazowej uktadu. Opisujg one bowiem
w sposob przejrzysty wlasciwosci transmisyjne uktadu i majg wyraZng interpreta-
cje fizyczna (por. p. E). Charakterystyki rzeczywista i urojona odgrywaja w ana-
lizie czgstotliwosciowej uktadéw role pomocniczg.

Przyklad 7.15. Ze wzoru (7.36) wynika, ze charakterystyka amplitudowa i cha-
rakterystyka fazowa uktadu rozpatrywanego w przyktadzie 6.13 maja postacie:
\/%, p(w) = gsgnw — arctg g. (7.46)
Wykresy tych charakterystyk sg przedstawione na rys. 7.8a, b. Z wykresu cha-
rakterystyki amplitudowej wynika, ze uktad ma w tym przypadku cechy filtru
gérnoprzepustowego.

Alw) =

Przyklad 7.16. Ze wzoru (7.37) wyznaczamy wprost charakterystyke amplitudo-
wa 1 charakterystyke fazowa ukfadu rozpatrywanego w przyktadzie 7.10:

o
Charakterystyki te sa wykreSlone na rys. 7.8c, d. Jak widzimy, uktad ma w tym
przypadku charakter filtru dolnoprzepustowego.

Alw) = p(w) = —arctg g. (7.47)

Przyklad 7.17. Zgodnie ze wzorem (7.38) charakterystyka amplitudowa uktadu
rozpatrywanego w przyktadzie 7.12 ma postac:
1
Aw) =5 ] . (7.48)
\/(wg - w2)2 + 4alw?

Nieco wigcej biegtosci wymaga w tym przypadku wyznaczenie charakterysty-
ki fazowej. Przeprowadzajac analize¢ osobno dla 0 < w < wp oraz dla w > wy,
otrzymujemy:

T 20w
5 senw — arctg 3 dla |w| < wp,
2 _
p(w) = (7.49)
s 2aw

—§sgnw—|—arctg 5 dla  |w| > wo.

2 _
w wp

Charakterystyki te sg wykreSlone na rys. 7.8e, f. Uktad ma w tym przypadku
charakter filtru Srodkowoprzepustowego.
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a) A A(w) 4
1
®
. -71/2
0 o
9 @) ) Ao(@)
| — /2
0 s
- |
ol @
A
e) A 4(w) f) P v (@)
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R |
-Wo 0 g w
i i - )2 -
-Wq 0 20 w

Rys. 7.8. Charakterystyki amplitudowe i charakterystyki fazowe prostych uktadéw
7.3.4. Krzywa Nyquista

Obok wykreséw charakterystyki amplitudowej i charakterystyki fazowe;j,
w analizie czestotliwoSciowej ukladow poslugujemy si¢ czesto wykresem
charakterystyki amplitudowo-fazowej H(jw) sporzadzonym we wspdtrzednych
Re H(jw),Im H(jw) ptaszczyzny zespolonej. Wykres taki, nazywany krzywgq
Nyquista, jest wykresem parametrycznym, ktérego parametrem jest pulsacja w.
Zasada sporzadzania takiego wykresu polega na tym, ze ustalonej wartosci pul-
sacji w = w' przyporzadkowuje si¢ punkt na ptaszczyznie Re H(jw),Im H(jw)
wyznaczony przez koniec wskazu H (jw’) o dtugosci A(w') i kacie p(w’). Krzy-
wa Nyquista jest zatem miejscem geometrycznym tych wskazéw okreslonym przy
zmianach pulsacji w przedziale (—oo, +00).

Na rys. 7.9 sg przedstawione krzywe Nyquista ukiadéw rozpatrywanych
w przykladach: 7.15 (rys. 7.9a), 7.16 (rys. 7.9b) i 7.17 (rys. 7.9¢c). Strzatkg jest za-
znaczony kierunek poruszania si¢ wskazu H (jw) w miarg jak pulsacja wzrasta od
—oo do +o00. Czesdcei krzywych odpowiadajgce zakresowi pulsacji —oo < w < 0
sa zaznaczone linia przerywang. Zauwazmy, ze s one zwierciadlanymi odbiciami
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wzgledem osi odcietych Re H(jw) czesci krzywych wyznaczonych dla zakresu
pulsacji 0 < w < +o0.

a) b)

ImH (jo)
w=0 w=wm
\ an
N 1 ReH(jo)

w=*x

Rys. 7.9. Krzywe Nyquista prostych uktadéw

7.3.5. Interpretacja charakterystyki amplitudowo-fazowej

Rozpatrzmy przypadek, gdy uktad jest pobudzany na wejsciu zespolonym sy-
gnatem harmonicznym () = X el(“0t+%0) t € (—00, +00), 0 ustalonej pulsacji
wp, amplitudzie X i fazie poczatkowej ¢g. Korzystajac z zaleznoSci splotowej
(7.18), wyznaczymy sygnal na wyjsciu uktadu:

o0

y(t) = / h(1) Xo elleolt=mFe0l g —
2 (7.50)
= / h(T) e 19T dr | X, el (wotteo)

Zauwazmy, 7Ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest wartoScig charakterystyki
amplitudowo-fazowej uktadu dla pulsacji w = wg. Zatem:

y(t) = H(jwo) X & @01H90) — A(wy) X ellwotteotelwoll (7.51)
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Wynika stad, ze sygnal wyjSciowy otrzymujemy w wyniku przemnozenia sy-
gnatu wejsciowego przez zespolony wspéiczynnik H (jwg) = A(wp) €#(“0) réw-
ny wartoSci charakterystyki amplitudowo-fazowej ukfadu w punkcie wg. Wspot-
czynnik ten jest nazywany wspdfczynnikiem przenoszenia uktadu okreSlonym dla
pulsacji wg. Wnioskujemy zatem, ze sygnal na wyjsciu ukiadu pobudzanego ze-
spolonym sygnatem harmonicznym jest rowniez zespolonym sygnatem harmo-
nicznym o tej samej pulsacji i amplitudzie réwnej amplitudzie sygnalu wej-
$ciowego pomnozonej przez warto$¢ charakterystyki amplitudowej uktadu A(wy)
w punkcie wg oraz fazie réwnej fazie sygnalu wejsciowego przesunietej o warto$¢
charakterystyki fazowej uktadu ¢(wp) w punkcie wy.

Komentarz. Spéjrzmy na uzyskany rezultat z nieco innego punktu widzenia. Jesli T'
jest operatorem ukladu LS i zachodzi réwnos$¢:

y(t) = Tle()] = Az(t), (7.52)

tzn. uklad powtarza na wyjsciu sygnal wejsciowy z pewnym wspoétczynnikiem A, to sygnat
x(t) nazywamy funkcjq wlasng operatora T, a wspétczynnik A —w ogdlnym przypadku
zespolony —jego wartosciq wlasng. Z przeprowadzonego rozumowania wynika zatem, ze
zespolony sygnal harmoniczny X e(“0t+%0) jest funkcja wtasng operatora LS, a wartos¢
charakterystyki amplitudowo-fazowej H (jwg) — warto$cia wlasng tego operatora.

7.4. Zastosowanie charakterystyk
ukladu do analizy sygnatu
wyjsSciowego

7.4.1. Odpowiedz ukladu dla ré6znych klas pobudzen

W celu wyznaczenia odpowiedzi uktadu na pobudzenie wejSciowe mozna
wykorzysta¢ jeden z oméwionych wyzej trzech rodzajéw jego opisu. Obliczenia
mozna przeprowadzi¢ w dziedzinie czasu, w dziedzinie zespolonej lub w dzie-
dzinie czestotliwosci, postugujac si¢ przy tym albo odpowiedzig impulsowa h(t),
albo transmitancja H (s) albo charakterystyka amplitudowo-fazowsa H (jw) ukla-
du. Zaréwno wybér charakterystyki, jak i sposéb prowadzenia obliczeri zalezy od
tego, do jakiej klasy sygnatéw nalezy sygnat pobudzajacy.

Najbardziej uniwersalng charakterystyka, ktéra mozemy postugiwaé sie dla
najszerszej klasy pobudzen jest odpowiedZ impulsowa. Znajac odpowiedZ im-
pulsowg uktadu, mozemy wyznaczy¢ sygnal na jego wyjsciu na podstawie za-
leznosci splotowej (7.17) Iub (7.18). Klasa pobudzeini, dla ktérej mozemy tak
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postapié jest ograniczona jedynie warunkiem zbiezno$ci calki splotowej. Jak wy-
nika z przyktadéw omdéwionych w p. 7.1.16, obliczenia w dziedzinie czasu, nawet
dla stosunkowo prostych uktadéw i sygnatéw pobudzajgcych, sa jednak zmudne,
a w przypadku sygnatéw bardziej ztozonych napotykajg powazne trudnoSci natury
analitycznej.

Znaczne uproszczenie obliczefi uzyskuje si¢, jesli korzysta si¢ z transmitancji
uktadu i przeprowadza si¢ je w dziedzinie zespolonej. O zaletach obliczeniowych
tej metody Swiadczg przyktady rozpatrzone w p. 7.2.3. Przy sprawnym postugiwa-
niu si¢ tablicami par transformat Laplace’a jest ona bardzo efektywna. Moze by¢
jednak zastosowana jedynie dla .Z-transformowalnych sygnaléw pobudzajacych
okreslonych na dodatniej pétosi czasu 0 < ¢ < 4-00.

Jesli sygnat pobudzajacy nalezy do klasy sygnaléw .%-transformowalnych
w sensie zwyklym lub granicznym i przybierajacych wartosci nieujemne na ca-
fej osi czasu —oo < t < 400, sygnal wyjSciowy mozna wyznaczaé w dziedzinie
czestotliwoSci na podstawie charakterystyki amplitudowo-fazowej uktadu. Obli-
czenia ufatwia w tym przypadku umiejetne korzystanie z twierdzenn dotyczacych
catkowego przeksztatcenia Fouriera i stownika par transformat Fouriera.

Szczegbdlnym przypadkiem, wymagajacym osobnego omdwienia, jest pobu-
dzanie uktadu w stanie ustalonym sygnatem harmonicznym lub szerzej— sygna-
fem okresowym. Jak wynika ze wzoréw Eulera (3.25) i dyskusji przeprowadzonej
w p. 7.3.5, odpowiedZ uktadu LS pobudzanego sygnalem harmonicznym

x(t) = Xo cos(wot + poz)
jest réwniez sygnatem harmonicznym

y(t) = Yy cos(wot + ¢oy)

o tej pulsacji wy oraz amplitudzie Y i fazie poczatkowe]j ¢o, zwigzanej z ampli-
tudg Xy i fazg poczatkowq g, sygnatu wejsSciowego zaleznoSciami:

Yo = A(wo)Xo (7.53)

Yoy = Yoz + P(wo). (7.54)

Do wyznaczenia sygnatu na wyjsciu filtru wystarcza zatem znajomo$¢ warto-
Sci charakterystyki amplitudowo-fazowej (wspétczynnika przenoszenia) uktadu
H(jwg) = A(wo) e#“0) w punkcie wp.

Jesli uktad jest pobudzany sygnalem okresowym o okresie 1 reprezentowa-
nym zespolonym szeregiem Fouriera

oo
. 2
p(t) = 3 Xkl wy= %

k=—o00
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to z liniowoSci uktadu oraz z réwnodci (7.51) wynika, ze sygnat na wyjSciu ukta-
du jest réwniez sygnatem okresowym o tym samym okresie T, reprezentowanym
zespolonym szeregiem Fouriera

> 2
_ jkwot _
y(t)— Z Yy, @708, WO—?O,

k=—o0

ktérego wspotczynniki Yy, sg zwigzane ze wspélczynnikami X, szeregu Fouriera
sygnalu pobudzajacego zaleznoscia:

Y = H(j kwo) X, (7.55)
lub réwnowaznie
|Yi| = A(kwo)| Xk|, arg Yy = arg Xi + ¢(kwp). (7.56)

Przyklad 7.18. Wyznaczymy ponownie sygnat y(¢) na wyjsciu ukadu o odpowie-
dzi impulsowej h(t) = ae®® I(t) a > 0 pobudzanego sygnatem sinusoidalnym
x(t) = sin(at) oot 4 0.

Problem ten rozwigzaliSmy juz wczesniej w przyktadzie 7.10. Obliczenia prze-
prowadziliSmy wéwczas w dziedzinie czasu, korzystajac z zaleznoSci splotowej
(7.20). Tym razem wykorzystamy opis czestotliwoSciowy uktadu za pomocg cha-
rakterystyki amplitudowo-fazowej. Zgodnie ze wzorem (7.37) dla pulsacji sygnatu
pobudzajacego w = o mamy:

a 1 :
HGia) = — T4
(jo) a+ja \/ﬁe

Z zalezno$ci (7.53) i (7.54) wynika zatem, ze

Otrzymali§my zatem ten sam rezultat co przyktadzie 7.10, bez koniecznos$ci zmud-
nego obliczania catki splotowe;j.

7.4.2. Funkcje korelacyjne i widma energetyczne sygnatu
na wyjSciu ukladu

W wielu zagadnieniach praktycznych jesteSmy zainteresowani jak zmienia si¢
funkcja autokorelacji i widmo energii (lub mocy) sygnatu po jego przetworzeniu
przez uktad. Rozpatrzymy ten problem najpierw dla przypadku sygnatéw o ogra-
niczonej energii.

Z réwnania transmisyjnego ukladu w dziedzinie czestotliwosci (7.39) wynika
wprost, ze:

Y (w)]? = [H(jw)]?| X (W) (7.57)
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czyli
D, (w) = [H({w)2®s(w) = A%(w) Py (w). (7.58)

Widmo energii sygnatu na wyjsciu jest wigc iloczynem widma energii sygnalu na
wejsciu i kwadratu charakterystyki amplitudowej ukfadu (tj. jego charakterystyki
energetycznej).

W celu wyznaczenia funkcji autokorelacji sygnatu wyjsciowego zapiszmy
réwnos¢ (7.58) w postaci:

Dy(w) = H(jw)H*(jw) Pz (w) (7.59)

1 wyznaczmy odwrotng transformat¢ Fouriera jej obu stron. Zgodnie z twierdze-
niem o splocie w dziedzinie czasu (3.30)

F b, (w)] = FH(jw)] * FUH (jw)] * T [Bs(w)].  (7.60)

Biorgc pod uwage zalezno$¢ (5.9) oraz wlasciwos¢ (3.18) przeksztatcenia Fourie-
ra, wnioskujemy stad, iz

0y (T) = h(T) * h(—T) * g (7). (7.61)

Tak wiec funkcja autokorelacji sygnalu na wyjsciu ukladu jest réwna podwéjnemu
splotowi funkcji autokorelacji sygnatu wejsciowego z jego odpowiedzig impulso-
wa 1 odpowiedzig impulsowg odbitg zwierciadlanie wzgledem osi rzednych.

W podobny sposéb mozna wykazaé stusznos$¢ nastgpujacych zwigzkéw mie-
dzy funkcjami korelacji wzajemnej i widmami wzajemnymi energii sygnatéw na
wejSciu 1 wyjSciu uktadu:

Oay(T) = h(—=T) * 0o (T),  ©ya(T) = h(T) * g (7), (7.62)
oy (T) = B(T) * Pay(7) = h(=T) * pya(7), (7.63)
Cpy(w) = H(jw)Pa(w),  Pye(w) = H(jw)Pe(w), (7.64)
Oy (w) = H(jw)Pay(w) = H*(jw) Pya (w)- (7.65)

Korzystajac z definicji (5.3 i 5.4) oraz dokonujac odpowiednich przejs¢ gra-
nicznych, mozna wykazaé, ze analogiczne zwiazki zachodza miedzy funkcjami
korelacyjnymi i widmami mocy sygnaléw o ograniczonej mocy. Wystarczy we
wzorach (7.58) oraz (7.61)—(7.65) zmienié¢ symbole ¢ — 1) oraz & — .
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7.5. Wybrane uklady

7.5.1. Uklad opdzniajacy

Uktadem opozniajgcym (rys. 7.10a) nazywamy uktad o odpowiedzi impulso-
wej:

h(t) = 6(t —to), to > 0. (7.66)

Sygnat na wyjSciu tak zdefiniowanego ukladu jest opéZniong o ¢ kopig sygnatu
wejSciowego (rys. 7.10b). Istotnie, z wlasciwosci (1.19) impulsu Diraca wynika,
ze

y(t) = h(t) x z(t) = 6(t — to) * x(t) = x(t — to). (7.67)

Poniewaz .Z[0(t)] = 1, zatem z twierdzenia o przesunigciu w dziedzinie czasu
dla przeksztatcenia Laplace’a wynika, ze transmitancja uktadu op6Zniajacego jest
okreslona wzorem:

H(s)=e " t3>0. (7.68)

Jak widzimy, nie jest to funkcja wymierna. Uklad opdéZniajacy nie jest zatem
ukfadem skupionym. Mozna jednak wykazaé, ze jest to uktad przyczynowy, li-
niowy i stacjonarny. W praktyce ukfad op6zniajacy jest realizowany jako uktad
o statych roztozonych w postaci réznego rodzaju linii opéZniajacych.

2
0 [ oo | 2020
Y A 4(o)
1
3
0 w

Rys. 7.10. Ukiad opdzniajacy (a), sygnaly na wejsciu i wyjsciu (b), charakterystyka amplitudowa (c)
i charakterystyka fazowa modulo 27 (d)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu opdZniajacego ma postaé
H(jw) = e @, Zatem A(w) = 1 oraz p(w) = —wto. Charakterystyka ampli-
tudowa uktadu opézniajgcego jest wiec stalg funkcjg pulsacji (rys. 7.10c), a cha-
rakterystyka fazowa maleje liniowo z nachyleniem £ (rys. 7.10d).
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7.5.2. Idealny uklad rézniczkujacy

Idealnym uktadem rozniczkujgcym nazywamy uktad o odpowiedzi impulso-
wej:
h(t) = §'(t), (7.69)

transmitancji
H(s)=s (7.70)

i charakterystyce amplitudowo-fazowej (rys. 7.11)
H(jw) =jw = |w|e/2%" (7.71)

b)
A o(w)

/2

ey

-m/2

Rys. 7.11. Charakterystyka amplitudowa (a) i charakterystyka fazowa (b) idealnego uktadu réz-
niczkujacego

Funkcje idealnego uktadu rézniczkujacego spetnia np. indukcyjnosé L. Ele-
ment ten jest opisany w dziedzinie czasu réwnaniem u(t) = L di (¢)/dt, a wigc
sygnal napigcia na indukcyjnoSci jest proporcjonalny do pochodnej pobudzajgce-
20 jg sygnatu pradu. Transmitancja pradowo-napieciowa indukcyjnosci ma postaé
H(s) =u(s)/i(s) = sL.

W praktyce jako uktad realizujacy w przyblizeniu operacj¢ rézniczkowania
jest czesto stosowany czwoérnik RC (rys. 7.12a). Rozpatrzmy doktadniej warunki
jakie powinny by¢ spetnione, aby czwdrnik ten jak najlepiej petnit funkcje ukfa-
du rézniczkujacego. Charakterystyka amplitudowo-fazowa czwoérnika ma postaé
(por. przyktad 7.13):

Uwy(w) _ jWTRC’
Upe(w) 1+jwrre’

H(jw) = (7.72)
gdzie Trc = RC jest stalg czasowa. Charakterystyka ta bedzie przybliza¢ cha-
rakterystyke idealnego ukfadu rézniczkujacego (7.71) tym lepiej, im mniejszy od
jednosci bedzie iloczyn wrgrc. Spelnienie réwnosci wrro < 1 zalezy jednak
od zakresu zmiennej w, a wigc od struktury widmowej sygnalu wejsciowego. Je-
§li rézniczkowanym sygnatem wejSciowym jest np. impuls prostokatny o czasie
trwania 7' (rys. 7.12b), to jego widmo jest skoncentrowane w gtéwnym listku wid-
mowym, a wigc w przedziale |w| < 27/T (por. przyktad 3.3). Wynika stad, ze
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rozpatrywany czwornik bedzie dostatecznie doktadnie rézniczkowal impuls pro-
stokatny, gdy jego stala czasowa spetnia nieréwno$¢ Tro < T'/2m (rys. 7.12c¢).
Ogdlnie mozna powiedzieé, ze czwornik ten bedzie przyblizaé idealny uktad r6z-
niczkujacy tym lepiej, im mniejsza jest jego stala czasowa.

a) b) c)
N il N A e (?) uwy(t)
‘ ¢ ‘ Uo Uy
e (?) R uwy(t)
O O - T -
0 T ¢ 0 V t
S/

Rys. 7.12. Uktad rézniczkujacy RC (a) oraz sygnaly na jego wejsciu (b) i wyjsciu (c)

7.5.3. Idealny uklad catkujacy

Idealnym uktadem catkujgcym nazywamy uktad o odpowiedzi impulsowe;:

h(t) = 1(t), (7.73)
transmitancji
H(s) = % (7.74)

i charakterystyce amplitudowo-fazowej (rys. 7.13)

H(jw) = 21 g (7.75)
jw wl
/2
.
0 w

-m/2

ey

Rys. 7.13. Charakterystyka amplitudowa (a) i charakterystyka fazowa (b) idealnego ukladu catku-
jacego

Jako idealny uktad calkujgcy mozna wykorzystaé np. pojemnosé C. Ele-
ment ten jest opisany w dziedzinie czasu réwnaniem i(t) = (1/C) ffoo u(t) dt,
a wigc sygnal pradu na pojemnosci jest proporcjonalny do calki pobudzajacego

232



7.5. Wybrane uklady 233

ja sygnatu napiecia. Transmitancja napi¢ciowo-pradowa pojemno$ci ma postaé
H(s) =u(s)/i(s) =1/sC.

Operacje calkowania realizuje w przyblizeniu czwérnik RC pokazany na
rys. 7.14a. W poréwnaniu z czwornikiem rézniczkujagcym RC rézni si¢ on in-
nym usytuowaniem elementéw R i C. Charakterystyka amplitudowo-fazowa tego
czwoérnika ma posta¢ (por. przykiad 7.14):

Uwy(w) 1

H( = = .
() Upe(w) 14 jwTre

(7.76)

Aby przyblizata ona w zadowalajacym stopniu charakterystyke amplitudowo-fazo-
wa (7.75) idealnego uktadu catkujacego, musi zachodzi¢ nieréwno$é wrrc > 1.
Czwornik catkujacy RC bedzie zatem przybliza¢ idealny uktad catkujacy tym
lepiej, im wigksza jest jego stata czasowa.

a) b)

O—?T Au,.)
Uye (t) ' ' UO

Rys. 7.14. Uklad calkujacy RC (a) oraz sygnaly na jego wejsciu (b) i wyjsciu (c)

7.5.4. Filtry idealne

Uktady o charakterystykach amplitudowo-fazowych:

w
H(jw)=T1{-— .
G =1(52). a7
. w
—0Q 1 da Q—wy <|w| <2+ wp,
H(jw) =T <|w’ > = (7.79)
2wo 0 przeciwnie,
w| — Q 0 dla Q —wp < |w| < Q+ wo,
HGw)=1-1 ( > - (7.80)
2wo 1 przeciwnie,

nazywamy: idealnym filtrem dolnoprzepustowym (por. p. 6.2.6), idealnym filtrem
gornoprzepustowym, idealnym filtrem Srodkowoprzepustowym oraz idealnym fil-
trem Srodkowozaporowym. Filtry te sa takze nazywane odpowiednio: idealnym
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filtrem LP (od ang. low-pass), idealnym filtrem HP (od ang. high-pass), idealnym
filtrem BP (od ang. bandpass) i idealnym filtrem SB (od ang. stop-band). Filtr
Srodkowozaporowy jest réwniez nazywany filtrem wycinajgcym lub filtrem typu
notch (od ang. notch filter).

Wykresy charakterystyk (7.77)—(7.80) filtréw idealnych przedstawiono na
rys. 7.15. Pulsacje wy 1 wgq oznaczajg odpowiednio: gérng pulsacj¢ graniczng pa-
sma przepustowego filtru LP oraz dolng pulsacje graniczng pasma przepustowego
filtru HP. Pulsacja €2 jest pulsacja Srodkowa pasma przepustowego (zaporowego)
filtru BP (filtru SB), a 2w( — szeroko$cia pasma przepustowego (zaporowego) tych
filtrow.

Odpowiedzi impulsowe filtréw idealnych:

h(t) = % Saw,t, (7.81)

h(t) = 8(t) — % Sawat, (7.82)
h(t) = % Sa(wot) cos O, (7.83)
h(t) = 8(t) — Zﬂﬂ Sa(wot) cos (7.84)

przybieraja wartosci rézne od zera dla ¢ < 0. W przeciwienstwie do idealnych
uktadéw rézniczkujacego i calkujacego sa to zatem filtry nieprzyczynowe, nie
spetniajace podstawowego warunku realizowalnosci.

a) A Hjo) b) H(jo)
1 LP 1 HP
-0g 0 g w> -y 0! Wy (T
c) i d) A H(j
. H(jo) BP ) B
0 0l ‘QL 5 Q 0 o o
2600 2600

Rys. 7.15. Charakterystyki filtréw idealnych: dolnoprzepustowego LP (a), gérnoprzepustowego HP
(b), srodkowoprzepustowego BP (c) i srodkowozaporowego SB (d)
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7.5.5. Filtry rzedu pierwszego

W praktyce filtry idealne zastepuje si¢ filtrami fizycznie realizowalnymi, kt6-
rych charakterystyki amplitudowo-fazowe aproksymujg wedtug okreslonego kry-
terium charakterystyki amplitudowo-fazowe filtréw idealnych. Przykladem naj-
prostszego rzeczywistego filtru dolnoprzepustowego jest czwornik catkujacy RC
pokazany na rys. 7.14a o charakterystyce amplitudowo-fazowej (7.76). Jego cha-
rakterystyki amplitudowa i fazowa sg okreslone wzorami (por. wzory (7.47)):

Alw) = S p(w) = —arctg wrrc. (7.85)

/14 wQTIQZC,
Wykres charakterystyki amplitudowej tego filtru jest pokazany na rys. 7.16a. Jak
widzimy, w przeciwienstwie do charakterystyki idealnego filtru LP, dazy ona
w sposéb gladki do zera, gdy pulsacja ro$nie do nieskoriczonos$ci. Za gérng pul-
sacje graniczng w, pasma przepustowego rozpatrywanego filtru przyjmuje si¢
z reguly pulsacje, dla ktérej krzywa A(w) maleje o 3 dB (v/2-krotnie), lub pul-
sacje, dla ktérej zmaleje ona do 0,1 warto$ci maksymalnej A(0).

b) A 4(w)
A()

)
ﬁ‘@

0 Wq

ey
ey

Rys. 7.16. Charakterystyki amplitudowe filtréw rzgdu pierwszego: dolnoprzepustowego RC (a)
1 gérnoprzepustowego RC (b)

Z kolei przyktadem najprostszego rzeczywistego filtru gérnoprzepustowego
jest czwornik rézniczkujacy RC z rys. 7.12a o charakterystyce amplitudowo-fazo-
wej (7.72). Charakterystyki amplitudowa i fazowa tego filtru sg okreSlone wzorami
(por. wzory (7.46)):

Alw) = _ lwlrre olw) = gsgnw — arctgwTRC. (7.86)
\/1+w?T3s

Charakterystyka amplitudowa filtru jest pokazana na rys. 7.16b. Podobnie jak
w przypadku dolnoprzepustowego filtru RC, za dolng pulsacj¢ graniczng wy pa-
sma gérnoprzepustowego filtru RC przyjmuje si¢ pulsacje, dla ktérej charaktery-
styka A(w) jest mniejsza o 3 dB od swojej warto$ci maksymalnej A(oco) lub jest
réowna 0,1 tej warto$ci.

Podkreslmy, ze mianowniki transmitancji obu rozpatrywanych wyzej filtréw
sa wielomianami stopnia pierwszego (por. przykiady 7.13 i 7.14). Transmitancje
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te majg zatem tylko jeden pojedynczy biegun rzeczywisty. Z tego wzgledu filtry
te sa nazywane filtrami rzedu pierwszego.

7.5.6. Filtry rzedu drugiego

Za pomocg filtréw rzedu pierwszego moga by¢ aproksymowane jedynie cha-
rakterystyki idealnego filtru LP lub idealnego filtru HP. W celu aproksymacji
charakterystyk idealnych filtréw BP i SB wymagane jest zastosowanie filtréw co
najmniej rzedu drugiego, ktérych transmitancje majg bieguny zespolone.

Najprostszym filtrem fizycznie realizowalnym, za pomocg ktérego mozemy
aproksymowac charakterystyke idealnego filtru BP, jest obwdd rezonansowy RLC,
pracujacy w strukturze czwérnikowej przedstawionej na rys. 7.17. Transmitancja
tego obwodu ma postac:

R,
H(s) = D) _ L . (7.87)
Use(s) o B 1
LT rIo

Wprowadzajac parametry: pulsacje rezonansowg wy = 1/v/ LC' oraz dobro¢ @ =
woL /R, transmitancj¢ t¢ mozemy zapisa¢ w postaci:

1
- S
H(s) = QL (7.88)
S S
2 qu !
L C
|
”we(t)‘ R ’uwy(t)

Rys. 7.17. Obwdd rezonansowy RLC jako filtr Srodkowoprzepustowy

Jesli dobroé filtru @ > 1/2, wyr6znik tréjmianu kwadratowego w mianow-
niku transmitancji (7.88) jest ujemny. Ma ona wowczas dwa bieguny zespolone

sprzgzone:
512 = ;% <_1 +i/4Q? 1) (7.89)
polozone w lewej potptaszczyZnie Re s < 0 zmiennej zespolonej s. Ich odleglosé
od osi urojonej Re s = 0 maleje wraz ze wzrostem dobroci (). Charakterystyka
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amplitudowo-fazowa rozpatrywanego filtru ma postac:

H(jw) = Quo (7.90)

Wykresy prawostronne charakterystyk amplitudowych A(w) i fazowych o (w)
dla kilku wartosci dobroci () sa przedstawione na rys. 7.18. Jak widzimy, cha-

b) A PBp (w)

ey

0f oy,

Rys. 7.18. Charakterystyki amplitudowe (a) i fazowe (b) filtru Srodkowoprzepustowego RLC

rakterystyki amplitudowe sa skupione wokot pulsacji rezonansowej w = wy, dla
ktérej przybierajg warto$¢ maksymalng réwna 1 (impedancja galezi poziome;j
czwornika RLC jest dla tej pulsacji réwna zeru). Sa one tym wezsze, im wiek-
sza jest dobro¢ (). Ze wzrostem dobroci filtru wzrasta wigc jego selektywnosc.
Jako pasmo przepustowe filtru przyjmuje si¢ z reguly pasmo 3-decybelowe, tzn.
taki przedziat pulsacji w € (w1,w2), w ktérym charakterystyka amplitudowa nie
maleje bardziej niz v/2-krotnie w stosunku do wartosci maksymalnej A(wg) = 1
(dla ktérego A(w) > 1/4/2). Dokonujac odpowiednich obliczen, mozna wykazad,
ze dla dostatecznie duzych wartosci dobroci (arbitralnie przyjmuje si¢ ¢ > 5)
szeroko$¢ 3-decybelowego pasma przepustowego jest okres§lona wzorem:
wo

Blsqap = 0 (7.91)

a wigc jest Q-krotnie mniejsza od pulsacji rezonansowe;j.

Wadg filtru Srodkowoprzepustowego RLC jest zbyt wolne opadanie do ze-
ra charakterystyki amplitudowej poza pasmem przepustowym, a w konsekwencji
niedostateczna doktadno$¢ aproksymacji charakterystyki idealnego filtru Srodko-
woprzepustowego. Doktadniejszg aproksymacje mozna uzyskac, stosujgc bardziej
zlozone uklady selektywne, np. obwody rezonansowe sprzgzone (por. np. [6],
p. 9.1).
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7.5.7. Filtry wszechprzepustowe

W licznych zagadnieniach praktycznych szerokie zastosowanie znajdujg filtry,
ktérych charakterystyka amplitudowa A(w) jest statg funkcjg pulsacji w catym
zakresie jej zmian. Filtry takie nosza nazwe¢ wszechprzepustowych.

Filtrem wszechprzepustowym jest oméwiony w p. 7.5.1 ukfad opdZniajacy
o transmitancji (7.68). Jego charakterystyki amplitudowa i fazowa zostaly przed-
stawione na rys. 7.10c, d. Przypominamy, Ze nie jest to jednak ukfad skupiony.

Przyktadem filtru wszechprzepustowego skupionego jest przesuwnik fazy zre-
alizowany w ukfadzie RC przedstawionym na rys. 7.19a. Z analizy uktadu wynika,
Ze jego transmitancja jest okreSlona wzorem:

Uwy(s) 1—sRC

H(s) = = : 7.92
()= Te(s) ~ 11 sRC (7.92)

Stad wyznaczamy charakterystyke amplitudowo-fazowa

1—-jwRC
H(jw)=——F7- 7.93
)= T ore (7:93)
oraz charakterystyki amplitudowg i fazowg

Aw) =1, ¢(w)= —2arctgwRC. (7.94)

Charakterystyki te wykre§lono dla w > 0 na rys. 7.19b i c. Charakterystyka fa-
zowa dla malych pulsacji zmienia si¢ w przyblizeniu liniowo. Zakres tych zmian
moze by¢ regulowany przez dobor stalej RC' filtru.

b) A A(w)

Rys. 7.19. Przesuwnik fazy RC (a) oraz jego charakterystyki: amplitudowa (b) i fazowa (c)

Stownik

charakterystyka amplitudowa
modut charakterystyki amplitudowo-fazowej uktadu
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charakterystyka amplitudowo-fazowa
funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej w (pulsacji) lub f (czestotliwo-
Sci) opisujaca uktad w dziedzinie czestotliwosci; transformata Fouriera
odpowiedzi impulsowej uktadu

charakterystyka fazowa
argument charakterystyki amplitudowo-fazowej uktadu

filtr dolnoprzepustowy
filtr thumigcy sktadowe widma sygnatu o wysokich czestotliwoSciach i prze-
puszczajacy sktadowe o matych czestotliwos$ciach

filtr gérnoprzepustowy
filtr przepuszczajacy sktadowe widma sygnatu o wysokich czestotliwosciach
i ttumiacy skladowe o matych czestotliwosciach

filtr Srodkowoprzepustowy
filtr przepuszczajacy skltadowe widma sygnatu potozone w ograniczonym
waskim pas$mie

filtr Srodkowozaporowy
filtr ttumiacy sktadowe widma w waskim pas$mie czgstotliwosci i przepusz-
czajacy pozostate skladowe

filtr wszechprzepustowy
filtr o stalej charakterystyce amplitudowej w catym zakresie czestotliwosci

krzywa Nyquista
wykres charakterystyki amplitudowo-fazowej na ptaszczyznie zmiennej ze-
spolonej

metoda operatorowa
metoda opisu i analizy sygnaléw i ukladéw w dziedzinie zespolone;j

odpowiedz impulsowa ukladu
sygnat, jaki wystapi na wyjsciu ukladu przy pobudzeniu go impulsem Di-
raca (w przypadku uktadéw analogowych) lub impulsem Kroneckera (w
przypadku uktadéw dyskretnych)

odpowiedz jednostkowa ukladu
sygnal, jaki wystapi na wyjsciu uktadu przy pobudzeniu go skokiem jed-
nostkowym (analogowym w przypadku ukladéw analogowych lub dyskret-
nym w przypadku uktadéw dyskretnych)

odpowiedz ukladu
sygnal, jaki wystgpi na wyjsciu uktadu przy pobudzeniu go pewnym sygna-
fem wejsciowym
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para transformat Laplace’a
para funkcji, ktérg tworzy sygnat i jego transformata Laplace’a

pobudzenie ukladu
sygnal wystepujacy na wejsciu uktadu

podstawowy warunek realizowalnosci ukladu
warunek, zgodnie z ktérym odpowiedZ impulsowa kazdego realnie istnie-
jacego uktadu musi przybiera¢ wartosci zerowe dla ¢ < 0

przeksztalcenie Laplace’a
przeksztalcenie catkowe przyporzadkowujgce sygnatowi funkcje zespolong
zmiennej zespolonej s ( transformate Laplace’a)

przesuwnik fazy
uklad, ktérego zadaniem jest odpowiednie przesuniecie fazy sygnalu bez
zmiany jego amplitudy

rownanie transmisyjne ukladu
réwnanie wiazace widma sygnatu wejSciowego i sygnalu wyjsciowego ukta-
du w dziedzinie czestotliwosci lub wigzace transformaty Laplace’a tych (?!)
sygnaléw w dziedzinie zespolone;j

transformata Laplace’a
funkcja zespolona zmiennej zespolonej s, otrzymywana w wyniku prze-
ksztalcenia catkowego Laplace’a sygnalu

transmitancja ukladu
funkcja zespolona zmiennej zespolonej opisujaca uktad w dziedzinie zespo-
lonej (transformata Laplace’a odpowiedzi impulsowej uktadu w przypadku
uktadéw analogowych)

uklad
model matematyczny urzadzenia fizycznego przetwarzajacego sygnat wej-
Sciowy na sygnal wyjsciowy

uklad analogowy
uktad przetwarzajacy sygnat analogowy w sygnat analogowy

uklad dyskretny
uktad przetwarzajacy sygnat dyskretny (ciag prébek) w inny sygnal dys-
kretny (inny cigg prébek)

uklad stabilny
ukfad, ktéry na ograniczone pobudzenie odpowiada ograniczong
odpowiedzig
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Stownik 241

zasada przyczynowosci

zasada orzekajaca, iz sygnat na wyjsciu uktadu realizowalnego fizycznie nie
moze pojawié si¢ przed podaniem na jego wejscie sygnatu pobudzajacego
(tj. orzekajaca, iz efekt nie moze poprzedzaé przyczyny)
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Repetytorium
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Rozdziat 3

Modulacja sygnatow
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Lekcja 9

Ogolna charakterystyka operacji
modulacji

Problemy pozyskiwania, przetwarzania, gromadzenia, a przede wszystkim
przesylania informacji odgrywaja we wspoiczesnym §wiecie coraz bardziej do-
niostg role. Informacja stata si¢ dobrem powszechnym, o ktére zabiegajq politycy,
przedstawiciele Swiata biznesu, nauki i innych dziedzin zycia. Stale rosngce zapo-
trzebowanie na informacj¢ spowodowato, ze w ostatnich latach nastgpil niezwykle
dynamiczny rozwdj systemow telekomunikacyjnych przeznaczonych do przesy-
fania informacji na odlegto$¢. Dzieki postepom w tej dziedzinie mozliwe jest
w chwili obecnej przesylanie informacji w sposéb coraz sprawniejszy, szybszy,
bardziej niezawodny i na coraz dalsze odleglosci.

Wzrost wymagan stawianych przed projektantami systemdow telekomunikacyj-
nych doprowadzit do znacznego zwigkszenia stopnia ich ztozonoSci. We wspot-
czesnych systemach wykorzystuje sie wyrafinowane metody przetwarzania sygna-
16w oparte na zaawansowanym aparacie matematycznym. Wprowadza si¢ migdzy
innymi coraz to nowsze, doskonalsze systemy modulacji sygnatéw — podstawowej
operacji dokonywanej na sygnatach w celu ich efektywnego przestania na da-
lekie odlegtosci. Rozdziat niniejszy jest po§wigcony szczegdélowemu omdéwieniu
tej operacji. Rozpatrzymy trzy podstawowe rodzaje modulacji sygnaléw: modula-
cje analogowe, modulacje impulsowe oraz modulacje cyfrowe. Przeanalizujemy
wlasciwosci sygnatéw zmodulowanych, w tym przede wszystkim ich wiasciwosci
widmowe. Oméwimy takze metody generacji sygnatéw zmodulowanych i sposoby
ich demodulacji.

W lekcji 9, rozpoczynajacej omawianie problematyki modulacji sygnatéw,
podamy ogdlng charakterystyke operacji modulacji. Oméwimy schemat blokowy
systemu telekomunikacyjnego, wskazemy na cele modulacji oraz przeprowadzimy
klasyfikacje systeméw modulacji.
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9.1. Schemat systemu
telekomunikacyjnego

W istniejgcych systemach telekomunikacyjnych jest stosowanych wiele r6z-
nych rodzajéw modulacji sygnatéw. Rodzaj zastosowanej modulacji decyduje
w zasadniczy sposéb o typie, strukturze i wlasciwosciach systemu. W konsekwen-
cji miedzy poszczegdlnymi systemami telekomunikacyjnymi wystepujg znaczne
réznice. Mimo tych réznic, w kazdym systemie mozna wyr6zni¢ pewne standar-
dowe bloki, spetniajgce identyczng role funkcjonalng. Prezentacje problematyki
modulacji sygnaléw rozpoczniemy od krétkiego oméwienia schematu blokowego
systemu telekomunikacyjnego i zasad dziatania jego poszczegdlnych blokéw.

9.1.1. Bloki funkcjonalne systemu

Ogdblny schemat systemu telekomunikacyjnego, przeznaczonego do przesyta-
nia informacji od nadawcy do odbiorcy, jest przedstawiony na rys. 9.1. Po stronie
nadawczej systemu wystepuje Zrddlo informacji, generujace pierwotny sygnat in-
Jormacyjny, przetwornik informacja-sygnat oraz nadajnik, ktérego zadaniem jest
wytworzenie sygnatu zmodulowanego. Sygnal otrzymany na wyjSciu nadajnika
jest transmitowany przez kanat transmisyjny do odbiornika.

Po stronie odbiorczej wystepuje odbiornik sygnatu, przetwornik sygnat-infor-
macja oraz odbiornik informacji. Zasadniczym zadaniem odbiornika sygnatu jest
dokonanie demodulacji sygnalu—operacji odwrotnej do modulacji. Sygnat zde-
modulowany jest nast¢pnie przetwarzany przez przetwornik sygnal-informacja,
na ktérego wyjsciu wystepuje odzyskany sygnal informacyjny. Sygnat ten jest juz
bezposrednio odbierany przez odbiornik informacji, ktérym w wigkszosci przy-
padkéw jest cztowiek.

Pierwotny

~ sygnal E = lS]'g)gnai Nadajnik %}glnai

Zrédio mformaycyjny in%itr:lvgcrrg g ele nzczny (modulator; zmodulowany [Raind

informacji syen aJl wzmacniacz, transmisyjny 4
antena nadawcza)
Sygnat P Sygnat Sygnat

odebrany (Ozlilt)el‘zzn(l)gz)l{fr"lci? zdemodulowany | Przetwornik | informacyjny Odbiornik

o—»———— ; b > sygnat - -— ; s
wzmacniacz, . : informacji

4 demodulator) il

Rys. 9.1. Schemat systemu telekomunikacyjnego
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9.1.2. Zrédio informacji i przetwornik informacja-sygnat

Efektywne przekazywanie informacji na odlegtos¢ jest realizowane za pomo-
ca fal elektromagnetycznych, tj. sygnatéw elektrycznych lub — w przypadku syste-
moéw Swiattowodowych — optycznych. Zazwyczaj sygnal informacyjny generowany
w Zrédle informacji nie jest w swojej pierwotnej postaci sygnalem elektrycznym.
Na przykfad, w systemach telefonicznych sygnalem informacyjnym jest sygnat
akustyczny mowy, w systemach radiowych — sygnat fonii (mowy lub muzyki) emi-
towany bezposrednio przez spikera badZ odtwarzany z taSmy magnetycznej, ptyt
gramofonowych lub ptyt CD. W systemach telewizyjnych sygnatem informacyj-
nym jest —obok sygnatu fonii — sygnat wizji, w systemach transmisji danych (mo-
demowych, internetowych) — ciagi danych zapisane na odpowiednim no$niku, itd.
System telekomunikacyjny musi zatem zawieraé przetwornik przetwarzajacy sy-
gnal pierwotny w sygnal elektryczny. Role takiego przetwornika w systemach
telefonicznych petni mikrofon, w systemach radiowych — mikrofon lub urzadze-
nia odtwarzajace, w systemach telewizyjnych — mikrofon i kamera telewizyjna,
a w systemach transmisji danych —urzadzenia przetwarzajace informacje binarng
w ciagi impulséw elektrycznych.

9.1.3. Nadajnik

W nadajniku jest realizowany caly zesp6t operacji majacych na celu odpowied-
nie uksztaltowanie sygnalu przekazywanego do odbiornika przez kanat transmi-
syjny. Zestaw tych operacji w réznych systemach jest na ogét rézny. W kazdym
nadajniku wystepuja jednak dwa podstawowe uklady: modulator oraz wzmac-
niacz. Zadaniem modulatora jest wytworzenie sygnatu zmodulowanego, tj. prze-
tworzenie sygnatu elektrycznego do postaci, ktéra umozliwia jego transmisj¢ na
odlegto$¢. Zadaniem uktadéw wzmacniajacych jest natomiast zapewnienie odpo-
wiedniej mocy tego sygnalu. W przypadku systeméw bezprzewodowych (radio-
wych, telewizyjnych, radiolokacyjnych, telemetrycznych) w nadajniku wystgpuje
ponadto antena nadawcza, za pomocg ktérej sygnal zmodulowany jest emitowany
w wolng przestrzen.

9.1.4. Kanal transmisyjny

Mowigc ogdlnie, kanalem transmisyjnym nazywamy Srodowisko, w ktérym
sygnat jest przekazywany od nadajnika do odbiornika. Mozna wyr6znié trzy za-
sadnicze typy kanatéw transmisyjnych: kanaty przewodowe (kablowe), kanaty bez-
przewodowe (powietrzne) i kanaty optyczne (§wiattowodowe). W kanalach prze-
wodowych i optycznych, stosowanych na przyktad w systemach telefonicznych,
modemowych, internetowych, telewizji przemystowej i kablowej, sygnat jest pro-
wadzony wzdluz okreSlonej drogi w oSrodku statym (kablu lub S§wiattowodzie).
W kanatach bezprzewodowych, a wigc np. w systemach radiowych, telewizyjnych,

246



9.1. Schemat systemu telekomunikacyjnego 247

radiolokacyjnych, telemetrycznych i telefonii komdrkowej, sygnat jest emitowany
w postaci fali elektromagnetycznej w wolng przestrze. W wielu wspéiczesnych
systemach kanaly transmisyjne maja charakter mieszany. Niektére odcinki toru
transmisyjnego sa realizowane w postaci kanaléw przewodowych, badZ §wiatto-
wodowych, inne za$ — powietrznych.

Nalezy podkresli¢, ze przesylaniu sygnatéw przez kanal transmisyjny zawsze
towarzysza dwa negatywne zjawiska. Po pierwsze, sygnal na drodze propagacji
od nadajnika do odbiornika ulega ttumieniu. Wynika stad koniecznos$¢ stosowa-
nia r6znego rodzaju przekaZnikéw i retlanslatoréw, ktérych zadaniem jest m.in.
wzmocnienie sygnatu po przejsciu przez kolejne odcinki toru transmisyjnego. Po
drugie za$, na transmitowany sygnat oddzialywuje w kanale r6znego rodzaju szu-
my i zakldcenia, znieksztalcajace pierwotny sygnal informacyjny. Walka z tymi
zakltéceniami jest jednym z bardziej istotnych probleméw telekomunikacji.

9.1.5. Odbiornik sygnatu

W odbiorniku sygnatu sg realizowane dwie podstawowe operacje: wzmoc-
nienie sygnatu odebranego i jego demodulacja. Wzmocnienie sygnatu jest ko-
nieczne, aby mozliwe bylo dalsze jego przetwarzanie. Demodulacja natomiast
przywraca pierwotng postac¢ sygnatu informacyjnego. W niektérych przypadkach,
jak na przykfad w systemach radiolokacyjnych, czy systemach tgcznosci z sonda-
mi miedzyplanetarnymi, moc sygnalu uzytecznego na wejsciu odbiornika moze
by¢ duzo mniejsza od mocy sygnatu zaktécajacego. Méwimy wéwczas, ze sygnat
jest ukryty w szumie. Zadaniem odbiornika jest w takim przypadku, po pierw-
sze, wykrycie sygnalu w szumie, a po wtére — wyeliminowanie towarzyszgcych
mu zaklécen i tym samym mozliwie najbardziej wierne jego odtworzenie.

9.1.6. Przetwornik sygnal-informacja i odbiornik
informacji

Sygnatl elektryczny, otrzymany na wyjSciu demodulatora, musi by¢ jeszcze
przetworzony do postaci dostosowanej do odbiorcy informacji, a wigc zamieniony
np. w sygnat akustyczny lub wizyjny. Zadanie to wykonuje przetwornik sygnat-in-
formacja. W 1acznosci telefonicznej jest nim membrana stuchawki telefonicznej,
w radiowej — glos$nik, w telewizyjnej — glosnik i ekran telewizyjny, a w systemach
transmisji danych — drukarka lub monitor komputera. Sygnat z wyjScia tego prze-
twornika jest juz odbierany bezposrednio przez odbiorce informacji.
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9.2. Cele i rodzaje modulacji

9.2.1. Cele modulacji

Bez modulacji przesylanie sygnatéw na dalekie odlegtosci bytoby niemozli-
we. Modulacja ma przede wszystkim na celu dopasowanie wlasciwosci widmo-
wych sygnatu do charakterystyk czgstotliwoSciowych kanatu transmisyjnego. Sy-
gnat informacyjny jest z reguty sygnalem dolnopasmowym, o znaczacym udziale
sktadowych niskoczestotliwo$ciowych, podczas gdy istniejace kanaly sg zawsze
Srodkowoprzepustowe. Bezposrednie przesylanie sygnalu w jego naturalnym pa-
Smie, nazywanym pasmem podstawowym, powodowaloby zatem niedopuszczalne
znieksztalcenia tych sktadowych. W wyniku modulacji widmo sygnatu jest prze-
noszone w zakres wyzszych czestotliwosci, co umozliwia dopasowanie widmowe
sygnatu do kanatu.

W przypadku kanatéw bezprzewodowych modulacja umozliwia efektywne
wyemitowanie sygnatu w postaci fali elektromagnetycznej w wolna przestrzen.
Z teorii pola elektromagnetycznego wiadomo, ze skuteczne wypromieniowanie fa-
li elektromagnetycznej wymaga uzycia anteny nadawczej o rozmiarach niemniej-
szych niz 1/10 dtugosci tej fali, a ponadto, w celu uzyskania odpowiedniego
zasiggu, bardzo duzych mocy nadajnika. Gdyby np. sygnal akustyczny, ktérego
widmo jest zawarte w przedziale czestotliwosci 200 Hz —20 kHz, byt transmito-
wany w swoim pasmie podstawowym, to —jak mozna fatwo obliczy¢ — wymagane
rozmiary anteny si¢galyby kilku kilometréw przy niewielkim zasiggu. Przeniesie-
nie widma sygnatu informacyjnego w zakres wyzszych czgstotliwosci umozliwia
zatem zwigkszenie zasiegu systemu telekomunikacyjnego lub —przy ustalonym
zasiegu — zmniejszenie mocy nadajnika. Im widmo sygnatu zmodulowanego jest
bardziej przesunigte w zakres duzych czgstotliwosci, tym mniejsze moga by¢ roz-
miary anteny i mniejsza moc nadajnika.

Modulacja umozliwia ponadto efektywne wykorzystanie pasma przepustowe-
go kanatu. Bez modulacji przez jeden kanal mozna przesta¢ tylko jeden sygnal.
Jednoczesna transmisja dwoch niezmodulowanych sygnaléw, o pokrywajacych
si¢ pasmach podstawowych, spowodowalaby natozenie si¢ w kanale ich widm, co
uniemozliwitoby odseparowanie tych sygnaléw po stronie odbiorcze;j.

Stosujac modulacje analogowe, widma sygnaléw mozna przenies¢ w rozne,
nie zachodzgce na siebie, pasma czgstotliwosci i tym samym odseparowac je
w odbiorniku za pomocg dostrojonych do tych pasm filtréw §rodkowoprzepusto-
wych. Modulacja umozliwia zatem przekazywanie wielu sygnaléw przez jeden
kanat transmisyjny w systemach zwielokrotnienia czestotliwosciowego, nazywa-
nych takze systemami z podziatem czestotliwosciowym (systemami FDM, od ang.
Frequency-Division Multiplexing). W ten sposdb jest organizowana transmisja sy-
gnaléw np. w systemach telefonicznych (zaréwno klasycznych analogowych, jak
1 wspolczesnych cyfrowych), a takze w systemach radiowych i telewizyjnych po-
wszechnego uzytku.
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Z drugiej strony, stosujac modulacje impulsowe lub cyfrowe, mozna organi-
zowac¢ transmisje wielu sygnatéw przez jeden kanal w systemach zwielokrotnienia
czasowego, nazywanych systemami z podziatem czasowym (systemami TDM, od
ang. Time-Division Multiplexing). W systemach tych transmitowane sygnaly sg
przemieszane w czestotliwosci, ale odseparowane od siebie w czasie, tzn. probki
sygnatéw (niezakodowane w systemach impulsowych lub zakodowane w syste-
mach cyfrowych) sg przekazywane w réznych, Scisle okreslonych przedziatach
czasu. Umozliwia to rozdzielenie prébek po stronie odbiorczej za pomocg ukfa-
déw separujacych odpowiednio synchronizowanych w czasie.

W ostatnich latach jest rozwijana intensywnie jeszcze inna koncepcja cyfro-
wych systeméw transmisji wielu sygnatéw przez wspdlny kanat. Systemy oparte
na tej koncepcji sa nazywane systemami z podziatem kodowym (systemami CDMA,
od ang. Code-Division Multiple Access). Sygnaly w tych systemach sg przemie-
szane zaréwno w czestotliwos$ci, jak 1 w czasie, ale kazdy z nich posiada swdj
wlasny identyfikator w postaci odpowiedniej sekwencji kodujgcej. Dzieki temu
mozliwa jest ich separacja po stronie odbiorczej. Systemy CDMA umozliwiaja
jeszcze bardziej efektywne wykorzystanie mozliwosci transmisyjnych kanatu. Sa
one coraz cz¢sciej stosowane w praktyce i — zdaniem specjalistow — w ich kierun-
ku bedzie nastgpowal rozwéj systeméw telekomunikacyjnych.

9.2.2. Fala noSna

Modulacje okreSla si¢ czegsto jako proces uzmienniania parametréw ustalo-
nego standardowego sygnatu c(t), nazywanego sygnafem nosnym lub falg nosnq.
Parametry te sa uzmienniane w zaleznoSci od biezacych wartosci sygnatu infor-
macyjnego. Sygnat informacyjny jest nazywany sygnatem modulujgcym, a fala
no$na — sygnatem modulowanym. Sygnat otrzymany w wyniku operacji modulacji
jest nazywany sygnatem zmodulowanym.

W analogowych systemach modulacji jako fale noSna wykorzystuje si¢ sygnat
harmoniczny (rys. 9.2a):

c(t) = Yp cos(Qt + o). 9.1)

Sygnat ten jest okreslony przez trzy parametry: amplitude Yg, pulsacje 2 (czesto-
tliwosé F' = /2m) oraz fazg poczatkowa p. Pulsacja 2 (czgstotliwosé F) jest
nazywana pulsacjq (czestotliwosciq) nosng. W wyniku modulacji jeden z tych
parametrow jest uzmienniany w takt zmian sygnatu informacyjnego, przy czym
zmiany te nastepujg w sposob ciagly w czasie. Z tego wzgledu modulacje analo-
gowe sg niekiedy nazywane modulacjami cigglymi.

W impulsowych systemach modulacji funkcje fali no$nej spetnia unipolarna
fala prostokatna (rys. 9.2b), z reguty o matym wspétczynniku wypetnienia. Row-
niez w tym przypadku fala no$na jest okre§lona trzema parametrami: amplitudg
impulséw Yp, czasem ich trwania T' oraz okresem 7p. Modulacja polega w tym
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przypadku na zmianach wartosci jednego z tych parametréw w zaleznosci od bie-
zacych wartosci probek sygnalu informacyjnego, przy czym uzmiennianie okresu
To polega na zmianach odlegto$ci miedzy kolejnymi impulsami fali no$nej. Zmia-
ny warto$ci parametrow nastepujg od impulsu do impulsu (od prébki do prébki),
a wigc zachodzg w czasie w spos6b skokowy. Jesli uzmienniany parametr przy-
biera warto$ci w zbiorze cigglym, modulacje impulsowg nazywamy analogows.
Jesli natomiast w wyniku kwantowania uzmienniany parametr przybiera wartosci
w zbiorze skorficzonym, modulacj¢ impulsowg nazywamy cyfrowg. W tym dru-
gim przypadku modulacja jest nazywana takze modulacjg impulsowo-kodowq .

L0

1o

— [~

i T

t
Rys. 9.2. Fale no$ne: harmoniczna (a) i unipolarna fala prostokatna (b)

W cyfrowych systemach modulacji, podobnie jak w systemach analogowych,
fala nosna jest sygnatem harmonicznym o postaci (9.1). WartoSci parametréw tej
fali sa zmieniane skokowo w kolejnych odcinkach czasu, nazywanych przedzia-
tami sygnatowymi (ang. signaling interval). Zmiany te nastgpuja w zalezno$ci
od aktualnie transmitowanego znaku binarnego (bitu) lub — ogdlniej —w zalezno-
$ci od aktualnie transmitowanego ciagu znakéw binarnych o ustalonej dtugosci
(transmitowanego symbolu). Zmianom moze podlega¢ amplituda, faza, czestotli-
woS$¢ lub jednocze$nie amplituda i faza. Istotng cechg modulacji cyfrowych jest
to, iz w kazdym przedziale sygnalowym parametry fali no$nej moga przybieraé
warto$ci jedynie ze zbioru skoiczonego.

9.2.3. Klasyfikacja systemow modulacji

Podzial najczesciej spotykanych systemow modulacji jest przedstawiony na
rys. 9.3. Systemy te mozna generalnie podzieli¢ na analogowe (ciagle), impulso-
we oraz cyfrowe.

250



9.2. Cele i rodzaje modulacji 251

| Systemy modulacji |
| Analogowe | | Impulsowe | | Cyfrowe |
| Amplitudy | | Kata | |Analogowe| | Cyfrowe | |ASK||PSK||FSK | |0AM|

TN

Rys. 9.3. Klasyfikacja systeméw modulacji

Modulacje analogowe, w ktérych w zaleznosci od sygnatu informacyjnego
jest uzmienniana amplituda fali no$nej, s3 nazywane modulacjami amplitudy. Do
systeméw tych nalezg modulacje:

— dwuwstegowa bez fali nosnej, nazywana modulacjqg AM-SC (od ang. Ampli-
tude Modulation with Suppressed Carrier) lub modulacjq DSB-SC (od ang.
Double Sideband with Suppressed Carrier),

— dwuwstegowa 7 falg nosng —modulacja AM lub DSB,

— Jjednowstegowa bez fali nosnej — SSB-SC (od ang. Single Sideband with Sup-
pressed Carrier),

— Jednowstegowa 7 falg nosng — SSB,

— Z czesSciowo sttumiong (szczgtkowq) wstegq boczng—VSB (od ang. Vestigial
Sideband).

Modulacje analogowe, w ktérych zmianom podlega kat fali noSnej, sa nazy-
wane modulacjami kqta. Obejmuja one modulacje:

— fazy (modulacje PM, od ang. Phase Modulation),

— czestotliwosci (modulacje FM, od ang. Frequency Modulation).

Do najczesciej stosowanych w praktyce impulsowych systeméw modulacji na-
leza modulacje:

— amplitudy impulsow (modulacja PAM, od ang. Pulse Amplitude Modulation),

— szerokosci impulséw (modulacja PDM, od ang. Pulse Duration Modulation),

— potozenia impulsow (modulacja PPM, od ang. Pulse Position Modulation),

— modulacja impulsowo-kodowa (modulacja PCM, od ang. Pulse-Code Modu-
lation),

— warianty modulacji PCM: modulacja przyrostowg PCM, nazywana takze mo-
dulacjq delta DM oraz modulacja sigma-delta SDM.

Z kolei do najczesciej stosowanych w praktyce cyfrowych systeméw modula-
cji zaliczamy modulacje z kluczowaniem (manipulacjq):

— amplitudy — ASK (od ang. Amplitude Shift Keying),

— fazy—PSK (od ang. Phase Shift Keying),

— czestotliwosci— FSK (od ang. Frequency Shift Keying),
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— modulacje QAM (od ang. Quadrature Amplitude Modulation), z jednocze-
snym kluczowaniem amplitudy i fazy.

Najprostszymi modulacjami cyfrowymi sg modulacje dwuwartosciowe (binarne):
2ASK, 2PSK i 2FSK. W systemach tych jeden z parametréw fali no$nej, tj. am-
plituda, faza lub czestotliwos¢, przybiera w kazdym przedziale sygnalowym (na-
zywanym w tym przypadku przedziatem bitowym) tylko jedna z dwéch wartoSci.
Dazenie do coraz bardziej efektywnego i szybkiego przesytania informacji spo-
wodowalo, ze ostatnio opracowano i wdrozono w praktyce bardziej ztozone sys-
temy modulacji cyfrowej, takie jak wielowarto§ciowe modulacje PSK i FSK, czy
modulacja QAM. W tej ostatniej, stosowanej m.in. w najnowszych standardach
modemowych, skokowym zmianom w poszczegdlnych przedziatach sygnatowych
(nazywanych w tym przypadku przedziatami symbolowymi) podlegaja jednocze-
$nie dwa parametry fali nos$nej: amplituda i faza.

Nalezy podkresli¢, ze przedstawiona klasyfikacja obejmuje jedynie najwaz-
niejsze ze znanych i stosowanych w praktyce systemow modulacji sygnatéw. Po-
mini¢to w niej wiele rodzajéw modulacji specjalnego przeznaczenia, wsréd kto-
rych mozna wymieni¢ np. liniowg modulacje czestotliwosci LFM (od ang. Linear
Frequency Modulation), stosowang w radiolokacji i technice sonarowej, systemy
modulacji z widmem rozproszonym, a takze wspomniane wyzej systemy CDMA
z podziatem kodowym.

Stownik

czestotliwo$¢ nosna
czestotliwo$¢ harmonicznej fali nosnej

demodulacja
operacja odwrotna do operacji modulacji polegajaca na odtworzeniu sygnatu
informacyjnego z sygnatu zmodulowanego

demodulator
uktad odtwarzajacy sygnat informacyjny z sygnatu zmodulowanego

fala nosna (sygnal nosny)
standardowy sygnal (z reguly harmoniczny w analogowych i cyfrowych
systemach modulacji lub unipolarna fala prostokatna w impulsowych syste-
mach modulacji), ktérego parametry s uzmienniane w procesie modulacji
zgodnie z biezacymi wartoSciami sygnatu modulujgcego

modulacja analogowa
modulacja, w ktérej parametry harmonicznej fali no$nej sg uzmienniane
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w czasie w sposob ciagly zgodnie z biezgcymi warto$ciami sygnatu modu-
lujacego

modulacja cyfrowa
modulacja, w ktérej w kazdym takcie ( przedziale bitowym lub przedziale
symbolowym) transmitowana jest informacja binarna w postaci znaku bi-
narnego lub ciggu znakéw binarnych; znakom tym (lub ciggom) sg przypo-
rzadkowywane sygnaty bedace odcinkami harmonicznej fali nosnej, ktérej
parametry sg uzmienniane skokowo w czasie zgodnie z aktualnie transmi-
towanym znakiem (ciggiem)

modulator
uktad wytwarzajgcy sygnal zmodulowany w danym systemie modulacji

pasmo podstawowe sygnatu
naturalne pasmo sygnatu, jakie zajmuje on przed operacjag modulacji

pulsacja no$na
pulsacja harmonicznej fali nos$nej

sygnal informacyjny (modulujacy)
sygnal, w ktérym zawarta jest uzyteczna informacja przesytana od nadajni-
ka do odbiornika

sygnal zmodulowany
sygnal otrzymywany w wyniku modulacji fali no$nej sygnatem moduluja-
cym

sygnal zmodulowany amplitudowo
sygnal zmodulowany, ktérego amplituda chwilowa jest uzmienniana w za-
leznosci od sygnatu modulujacego

sygnal zmodulowany katowo
sygnal zmodulowany, ktérego kat chwilowy jest uzmienniany w zaleznosci
od sygnalu modulujgcego

system modulacji z podzialem czasowym TDM
system telekomunikacyjny, w ktérym w jednym kanale sg transmitowane
probki wielu sygnaléw w Scisle okreslonych roztgcznych przedziatach czasu

system modulacji z podziatem czestotliwo$ciowym FDM
system telekomunikacyjny, w ktérym w jednym kanale jest transmitowa-
nych jednoczes$nie wiele sygnaléw o roztgcznych pasmach

zwielokrotnienie czasowe
system jednoczesnej transmisji wielu sygnatéw dyskretnych przez jeden
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kanatl transmisyjny, w ktérym poszczegdlne sygnaly sa transmitowane w
roziacznych przedziatach czasu

zwielokrotnienie czestotliwoSciowe
system jednoczesnej transmisji wielu sygnatéw analogowych przez jeden
kanal transmisyjny, w ktérym poszczegdlne sygnaly s transmitowane w
roziacznych pasmach czgstotliwosci
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Lekcja 10

Modulacje analogowe amplitudy

W lekcji 10 oméwimy analogowe modulacje amplitudy. Rozpoczniemy od
zdefiniowania pojecia sygnalu analitycznego i poje¢ pokrewnych: amplitudy chwi-
lowej (obwiedni), pulsacji (czgstotliwosci) chwilowej, fazy chwilowej, sktadowej
kwadraturowej i sktadowej synfazowej sygnalu oraz jego obwiedni zespolone;.
Zdefiniujemy takze pojecie funkcji modulujacej. Wprowadzenie tych pojec uta-
twia analiz¢ sygnatéw zmodulowanych amplitudowo, a ponadto umozliwia jej
przeprowadzenie w ramach jednolitego ujecia formalnego. Rozpatrzymy dwuw-
stegowe systemy modulacji amplitudy AM-SC bez fali no$nej oraz AM z falg
no$na, systemy jednowstggowe SSB-SC i SSB oraz system z czgsciowo sttumio-
ng wstega boczng VSB. W kazdym z tych przypadkéw oméwimy krétko zasady
generacji sygnaléw zmodulowanych i ich demodulacji. Dokonamy takze poréwna-
nia amplitudowych systeméw modulacji pod katem szerokosci pasma i sprawnosci
energetycznej.

10.1. Reprezentacja sygnatu za pomoca
sygnatu analitycznego

W analizie sygnaléw zmodulowanych analogowo wygodnie jest postugiwaé
si¢ reprezentacjg sygnatu za pomoca jego sygnafu analitycznego. Reprezentacje
te mozna wprowadzi¢ dla bardzo szerokiej klasy sygnaléw, jest ona jednak szcze-
gblnie uzyteczna w odniesieniu do klasy sygnaléw waskopasmowych, a wigc klasy
obejmujacej wszystkie sygnaly zmodulowane analogowo.

O pojeciu sygnatu analitycznego wspomnieli§my juz w p. 1.2.7 podczas oma-
wiania przykladéw modeli zespolonych sygnatu. Obecnie, przed przystapieniem
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10.1. Reprezentacja sygnalu za pomoca sygnalu analitycznego 256

do prezentacji analogowych systeméw modulacji, pojecie to przyblizymy nie-
co dokfadniej. Oméwimy m.in. jego najwazniejsze wlasciwosci. Reprezentacje
sygnalu za pomocg sygnatu analitycznego wykorzystamy zaréwno w analizie sy-
gnaléw zmodulowanych amplitudowo, jak i katowo.

10.1.1. Sygnat analityczny

Jak pamietamy z podstawowego kursu teorii obwodéw, analiz¢ obwodéw pra-
du sinusoidalnie zmiennego ufatwia radykalnie postugiwanie si¢ reprezentacja
sygnaléw harmonicznych za pomoca amplitud zespolonych. Rozszerzenie tej re-
prezentacji na sygnaly nieharmoniczne prowadzi do pojecia sygnatu analityczne-

go.

Definicja 10.1. Niech z(t) bedzie sygnalem rzeczywistym, dla ktérego istnieje
transformata Hilberta (por. wzér (1.13)):

ﬁ:(t):i/f(jz dr. (10.1)

Sygnatem analitycznym sygnatu x(t) nazywamy sygnat zespolony:
z2(t) = x(t) +j2(t), (10.2)

ktérego czescia rzeczywistg jest sygnal x(t), a czgscig urojong jego transforma-
ta Hilberta Z(t) = J[x(t)]. Wz6r (10.2) nazywamy takze postaciq analityczng
sygnatu x(t).

Reprezentacje analityczng (10.2) mozna przyporzadkowaé wszystkim sygna-
fom, dla ktérych catka (10.1) jest zbiezna. Zbiér tych sygnatéw jest bardzo obszer-
ny i obejmuje m.in. klas¢ sygnatéw o ograniczonej energii oraz sygnaly o ograni-
czonej mocy przedziatami ciggle o zerowej sktadowej statej. Znajgc sygnat ana-
lityczny z,(t) sygnatu x(t), mozna oczywiscie wyznaczy¢ sygnal oryginalny ze
wzoru:

x(t) = Re 2z, (¢). (10.3)

Natomiast znajac transformat¢ Hilberta (), mozna odtworzyé sygnatl oryginalny
x(t) obliczajac odwrotng transformate Hilberta:

o0

(t) = —% / :(—Ti dr. (10.4)

Przyktad 10.1. Transformatg Hilberta sygnatu harmonicznego

x(t) = Xo cos(wot + ¢o) (10.5)
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jest sygnat &(t) = Xpsin(wot + o) (por. przykiad 10.5). Wynika stad, ze sy-
gnal analityczny rzeczywistego sygnalu harmonicznego (10.5) jest zespolonym
sygnalem harmonicznym

22 (1) = X el@otteo) (10.6)

10.1.2. Amplituda chwilowa i pulsacja chwilowa

Pojecie sygnatlu analitycznego umozliwia uogélnienie na sygnaly nieharmo-
niczne zwyklego pojecia amplitudy i fazy sygnatu harmonicznego. Przedstawmy
w tym celu sygnatl analityczny w postaci biegunowe;j:

2(t) = 2(t) + (1) = /22(t) + 22(t) Frersle®)/=(t)] —

, . (10.7)
= |2.(t)] &8 & X (1) VD

Definicja 10.2. Amplitudg chwilowg (obwiedniq) X (t) rzeczywistego sygnalu
x(t) nazywamy modut jego sygnatu analitycznego:

X(t) 2 |2:(t)] = Va2(t) + 22(¢). (10.8)

Definicja 10.3. Pulsacjq chwilowg w(t) sygnalu z(t) nazywamy pochodng argu-
mentu (t) jego sygnatu analitycznego:
a dy(t) z(t) _ x()2'(t) — 2'(t)(t)

w(t) £ === =Im[lnz(t) = Im T0- PorEn - (109

Przyktad 10.2. W przypadku sygnalu harmonicznego (10.5) mamy X (¢) = X
oraz w(t) = d(wot + o)/ dt = wp, a wigc amplituda chwilowa i pulsacja chwi-
lowa tego sygnatu sg statymi funkcjami czasu.

10.1.3. Faza chwilowa

Roéwniez trzeci parametr charakteryzujgcy sygnal harmoniczny, tj. faza, mo-
ze by¢ uogélniony na sygnaty niecharmoniczne. W przeciwienistwie do amplitudy
chwilowej i pulsacji chwilowej, uogélnienie to nie jest jednoznaczne. Pojecie fazy
chwilowej okresla si¢ wzgledem ustalonej arbitralnie pulsacji wy.

Definicja 10.4. Fazg chwilowq rzeczywistego sygnatu z(t), okreslong wzgledem
pulsacji wp, nazywamy funkcje (), taka ze:

Y(t) = wot + (1), (10.10)
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gdzie 1(t) jest argumentem sygnatu analitycznego sygnatu z(t).

Dla réznych wartosci pulsacji wg faza chwilowa jest r6zna funkcjg czasu. Wy-
bér pulsacji wq jest w zasadzie dowolny. W przypadku sygnatéw waskopasmo-
wych jako pulsacje wg wybiera si¢ jednak zwykle pulsacje Srodkowg ich widma
prawostronnego. Obwiednia X (¢) i faza chwilowa ¢ (t) sygnatu waskopasmowego
x(t) zmieniaja si¢ wowczas w czasie wolno w poréwnaniu z tym sygnatem.

Przyklad 10.3. Faza chwilowa sygnatu harmonicznego (10.5) okreslona wzgle-
dem jego pulsacji wy jest stalg funkcja czasu (t) = @o.

10.1.4. Drganie uogo6lnione

Pojecie sygnatu analitycznego umozliwia wprowadzenie jeszcze jednej repre-
zentacji sygnatéw nieharmonicznych uzytecznej w analizie sygnaléw waskopa-
smowych. Zgodnie ze wzorami (10.3), (10.7) 1 (10.10), dla ustalonej pulsacji wq
sygnal z(t) mozna przedstawi¢ w postaci:

z(t) =Re z = Re WO | = Re jlwot+e®] —
0= e [x0] miriga
= X (t) cos[wot + @(t)].

Z postaci tej wynika, ze jesli pulsacja wg jest pulsacja Srodkowg widma wasko-
pasmowego sygnalu z(t), to sygnal ten mozna traktowac jako oscylacyjny sygnat
nieharmoniczny, ktérego pulsacja chwilowa oscyluje wokét pulsacji wg, za$§ am-
plituda i faza zmieniajg si¢ w czasie zgodnie z funkcjami X (¢) i ¢(t). W podobny
sposG6b mozna przedstawi¢ transformat¢ Hilberta Z(t):

Z(t) = Im z,(t) = Im [X () Y] = Im [X (¢) &l0ot+e®]] =

(10.12)
= X (t)sin[wot + p(t)].
Definicja 10.5. Przedstawienie sygnatu z(t) w postaci:
x(t) = X (t) cos|wot + (t)] (10.13)

nosi nazwe drgania uogolnionego.

10.1.5. Skladowa synfazowa i skladowa kwadraturowa

Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych, wzory (10.11) i (10.12) mozna
przeksztalci¢ do postaci:

x(t) = X(t)cos p(t) coswot — X (t) sin ¢(t) sinwot =
(10.14)
£ z7(t) coswot — z¢(t) sinwot,
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2(t) = X (t) cos p(t) sinwgt + X (t) sin p(t) cos wot =
(10.15)
£ z7(t) sinwot + 2 (t) cos wot,

nazywanych zapisem Rice’a. Sygnaly x7(t) = X(t)cosp(t) oraz xg(t) =
X (t) sin ¢(t) sa nazywane sktadowq synfazowq (ang. in-phase component) i skia-
dowq kwadraturowq (ang. quadrature component) sygnatu x(t). Skladowe te
sg sygnalami wolnozmiennymi w poréwnaniu z sygnalem z(¢). O sygnalach
x7(t) coswpt oraz —xg(t)sinwot (lub z(t)sinwot oraz xg(t) coswot) méwi-
my, ze sg wzgledem siebie w kwadraturze.

10.1.6. Obwiednia zespolona

Sygnal z(t) reprezentowany drganiem uogélnionym (10.12) mozna zapisaé
W jeszcze innej postaci:

z(t) = Re | X (t) lot+¢Ol| — Re | X (t) l?(t) w0t | —
(t) = Re [X(¢) | [(). | 1016
= Re [X(t)e™'].
Definicja 10.6. Funkcj¢ zespolong
X (t) = X(t) 9®) (10.17)

nazywamy obwiedniq zespolong sygnatu x(t).

Przyklad 10.4. W przypadku sygnatu harmonicznego (10.5) reprezentacja
(10.16) ma postac:

#(t) = Re | Xo el t20l] = Re [Xpel#0 el0f] —Re [X M), (10.18)
gdzie liczba zespolona
X = Xpel#o (10.19)

jest amplitudg zespolong tego sygnatu. Dla sygnalu harmonicznego pojecie ob-
wiedni zespolonej jest zatem tozsame z pojeciem jego amplitudy zespolone;.

Z poréwnania wzoréw (10.16) i (10.17) ze wzorami (10.18) i (10.19) wynika,
ze pojecie obwiedni zespolonej jest uogélnieniem poje¢cia amplitudy zespolonej
na sygnaly nieharmoniczne. Z tego wzgledu obwiednia zespolona X (¢) jest na-
zywana réwniez chwilowq amplitudg zespolong nieharmonicznego sygnatu x(t).

Zauwazmy, ze obwiedni¢ zespolong mozna przedstawi¢ jako:

X (t) = X (1)) = X (t) cos p(t) +j X (t) sin p(t) = x7(t) +jzg(t) (10.20)
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oraz ze zwykla obwiednia sygnatu jest modulem jego obwiedni zespolonej
X(t) =X (1), (1021)

przy czym:

X(t) = |X (1)) = Va?(t) + 22(t) = /27 (t) + 23 (t). (10.22)

Odnotujmy ponadto, ze sygnal analityczny sygnalu z(t) mozna przedstawic
wzgledem ustalonej pulsacji wy w postaci:

2:(t) = X (t) &0 = [x7(t) +jxg(t)] &0t (10.23)

10.1.7. Filtr Hilberta

Rozpatrzymy obecnie zwigzek miedzy widmem X (w) sygnatu z(t) a widmem
X (w) jego transformaty Hilberta #(t). Zwiazek ten wykorzystamy w nastepnym
punkcie do zbadania widma sygnatu analitycznego.

Zauwazmy, ze catki (10.1) i (10.2) definiujace proste i odwrotne przeksztal-
cenie Hilberta mozna zapisa¢ w postaci splotow:

. 1

z(t) = ot x(t), (10.24)
t) = L t 10.25

o(t) =~ x i(0). (10.25)

Z twierdzenia o splocie i pary transformat Fouriera (3.47) wynikaja odpowiedniki
zwiazkéw (10.24) i (10.25) w dziedzinie czestotliwoSci:

X(w) = (—jsgnw)X(w), (10.26)

X(w) = (jsgnw) X (w). (10.27)

Z zaleznosci (10.24) i (10.26) wynika, ze transformat¢ Hilberta (t) moz-

na traktowaé jako odpowiedZ na pobudzenie sygnalem z(t) filtru (rys. 10.1a)
o odpowiedzi impulsowej

1
h(t) = — 10.28
t) == (1028)
i charakterystyce amplitudowo-fazowe;j
H(jw) = —jsgnw = ™27 (10.29)

Filtr ten jest nazywany filtrem kwadraturowym lub filtrem Hilberta. Jego charakte-
rystyki amplitudowa i fazowa sg przedstawione na rys. 10.1b,c. Filtr Hilberta jest
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a)
x(7) h(t): % )/C\(t)

X(w) | H(jo)=-j5gn0| X(e)

A
b) 4@ 0 A (o)
_/2
0 o 0 o
_71-/2 e

Rys. 10.1. Filtr Hilberta (a) oraz jego charakterystyki: amplitudowa (b) i fazowa (c)

filtrem wszechprzepustowym (por. p. 7.5.7), opdZniajacym faz¢ kazdej sktadowej
sygnalu o /2. Jest to filtr nieprzyczynowy, a wigc nierealizowalny fizycznie.

Przyklad 10.5. Z wykreséw charakterystyk filtru Hilberta (rys. 10.1b,c) wynika
wprost, ze transformata Hilberta sygnatu harmonicznego x(t) = X cos(wot+ o)
jest sygnat Z(t) = X sin(wot + ¢o) (por. przyktad 10.1).
Korzystajac z pojecia filtru Hilberta, wyznaczymy transformate Hilberta bar-
dziej ogdlnego sygnatu:
y(t) = x(t) cos wot, (10.30)
gdzie z(t) jest sygnalem dolnopasmowym o paSmie ograniczonym pulsacjg

Wm < wp. Zgodnie ze wzorem (10.24) transformate Hilberta sygnatu (10.30)
mozemy zapisa¢ w postaci:

1
g(t) = — * x(t t.
y(t) — x(t) coswy

Stad, a takze z twierdzenia o modulacji (3.26), wynika, ze widmo Y(w) sygnalu
§(t) jest okreslone wzorem:

P() = & (X~ wn) + X+ u)] (~sEnw) =
— le (X (w = wo) + X (w + wo)] (sgnw).

N\

Poniewaz warunek wy,, < wg zapewnia, ze widma X (w — wp) oraz X (w + wp)
sg rozlaczne, a ponadto pierwsze z nich przybiera wartosci niezerowe jedynie dla
pulsacji dodatnich, drugie zas —dla pulsacji ujemnych, mozemy dalej napisac:

- 1

P () = 5 X (@ - w0) - X(w+w0)].

Zatem, zgodnie ze wzorem (3.27), otrzymujemy:

y(t) = x(t) sinwot, (10.31)
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skad wynika, ze sygnal analityczny sygnatu (10.30) ma postaé:
2, (t) = x(t) 01 (10.32)

Zauwazmy, ze sygnaty (10.30) i (10.31) sa wzgledem siebie w kwadraturze (por.
p. 10.1.5).
Postgpujac podobnie mozna wykazaé, ze sygnatem analitycznym sygnatu

y(t) = x(t) cos(wot + o),
gdzie x(t) jest sygnatem o pasmie ograniczonym pulsacjg wy, < wy, jest sygnat

2, (t) = x(t) otHeo) (10.33)

10.1.8. Widmo sygnatu analitycznego

Ze wzoru (10.26) wynika, ze widmo Z,(w) sygnalu analitycznego z(t) =
x(t) + jZ(t) ma postac:

Zp(w) = X(w) +j X (w) = X () +j(—jsgnw) X (w) = 2X (w)I(w). (10.34)

Widzimy wiec, ze widmo to jest réwne zeru dla w < 0, natomiast dla w > 0 za-
chowuje ksztatt widma X (w), przy czym jego gestos¢ w tym przedziale jest dwu-
krotnie wigksza (rys. 10.2). Prawostronny charakter widma sygnatu analitycznego
jest jego wazng cechg, ulatwiajacg analize widmowa sygnaléw zmodulowanych.

Znajac widmo sygnalu analitycznego, mozemy wyznaczyé widmo sygnatu
oryginalnego zgodnie ze wzorem:

1
X(w) = 5 [Z:(w) + Z"(-w)]. (10.35)
a) b) Z(w)
2X(0)
x(0). A X(@)
0 o 0 o

Rys. 10.2. Widmo sygnatu (a) i widmo jego sygnatu analitycznego (b)

Przyklad 10.6. Widmo sygnalu harmonicznego z(t) = X coswot ma postaé
(por. wzor (3.49)):

X (w) = 7Xo[d(w — wp) + 6(w + wo)],
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zatem widmo jego sygnatu analitycznego jest okre§lone wzorem (rys. 10.3):

Zyp(w) =21 Xpd(w — wp). (10.36)

a) b) A Zy ()
2m Xy -+

0 0y

Rys. 10.3. Widmo sygnalu harmonicznego (a) i widmo jego sygnatu analitycznego (b)

10.1.9. Funkcja modulujaca

Operowanie postacig analityczng sygnaléw wystepujacych w procesie modula-
cji umozliwia jednolity i zwarty zapis sygnatéw zmodulowanych w analogowych
systemach modulacji. Dla kazdego analogowego systemu modulacji sygnat ana-
lityczny sygnatu zmodulowanego y(¢) mozna zapisa¢ jako iloczyn

2y (t) = m(t)z.(t) (10.37)

pewnej funkcji m(t), zwanej funkcjg modulujgcg, i sygnatu analitycznego z.(t)
fali nosnej c(t). Funkcja modulujaca jest w ogdlnym przypadku funkcjg zespolo-
ng m(t) = |m(t)| e2€™®) zalezng od sygnatu modulujacego x(t), a jej posta¢
okresla rodzaj modulacji. Za pomocg tej funkcji mozna opisaé wszystkie uzmien-
nienia amplitudy i kata fali no$ne;.

Przyjmijmy dla wygody i bez straty ogdlnosci rozwazafi zerowg warto$¢ fa-
zy poczatkowej g fali nosnej we wzorze (9.1). Mamy wéwczas z.(t) = Yj ¥
i zgodnie ze wzorami (10.7) i (10.23) sygnal analityczny sygnatu zmodulowanego
mozna przedstawi¢ w postaci:

2y (t) = |z, (8)] V) = Yom(t) ¥ = Y (1) . (10.38)

Obwiednia zespolona, obwiednia rzeczywista, kat sygnatu zmodulowanego, je-
go faza chwilowa (okreslona wzgledem pulsacji §2) oraz pulsacja (czestotliwos¢)
chwilowa wyrazaja si¢ zatem wzorami:

Y (t) = Yom(t) = Yo|m(t)| & 2&m®), (10.39)

|2y(8)] = Yolm(t)], (10.40)
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P(t) = Qt + argm(t), (10.41)
p(t) = argm(t), (10.42)
d 1 d
w(t) =0+ 1 T8 m(t), f(t)=F+ o q 18 m(t). (10.43)

Funkcje modulujace dla podstawowych rodzajéw modulacji analogowych przed-
stawiono w tablicy 10.1.

Tablica 10.1. Funkcje modulujace dla podstawowych modulacji analogowych

Rodzaje modulacji Funkcja modulujaca
Amplitudy

AM-SC z(t)

AM 1+ kx(t)

SSB-SC (wstega gérna) | z(t) + jZ(t)
SSB-SC (wstega dolna) | z(t) — jZ(t)

SSB (wstega gérna) 1+x(t) +j2(¢)

SSB (wstega dolna) 1+2(t) —j&(¢)

VSB 2(t) +] [o(t) * ho(t)
kata

PM explj k()]

FM expljky [ z(t)dt]

k, kp, ks — parametry modulacji

hq(t) —odpowiedz impulsowa filtru (por. p. 10.5)
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10.2. Modulacja AM-SC

10.2.1. Sygnat AM-SC

Najprostszym rodzajem modulacji jest modulacja dwuwstegowa bez fali no-
$nej AM-SC. W przypadku tej modulacji m(t) = x(t), tj. funkcja modulujaca
jest réwna sygnatowi modulujagcemu. Reprezentacja analityczna (10.38) sygnatu
zmodulowanego oraz sygnat zmodulowany AM-SC s3a zatem okre§lone wzorami:

zamesc(t) = Yox(t) &, (10.44)

yAM_sc(t) = Re ZAM-SC(t) = K)x(t) cos )t. (10.45)

Wynika stad, ze Y (t) = Yo|x(t)| oraz w(t) = €, tzn. obwiednia sygnalu AM-SC
jest proporcjonalna do modutu sygnatu modulujacego, a jego pulsacja chwilowa
jest stala i rowna pulsacji fali no$nej. Sygnal modulujacy z(t) jest z zalozenia
sygnatem dolnopasmowym o paSmie ograniczonym pewng pulsacjg w,, < ).
Bedziemy zaklada¢ ponadto, ze jest to sygnal o ograniczonej mocy.

Zgodnie z twierdzeniem o modulacji (3.26) widmo (w sensie granicznym)
sygnalu AM-SC ma postaé:

Yo
2

gdzie X (w) jest widmem sygnatu modulujacego. Sygnaly modulujacy i zmodu-

YAM-SC(W) = [X(w — Q) + X(w + Q)] s (10.46)

lowany oraz ich widma sg pokazane na rys. 10.4.

W wyniku modulacji widmo X (w) zostaje rozszczepione na dwie czesci,
przesuni¢te do punktéw =+ osi pulsacji i zachowujace ksztalt widma X (w).
Czesci widma sygnatu zmodulowanego potozone w przedziale pulsacji |w| > Q2
nosza nazwe gornej wstegi bocznej, a czgsci widma potozone w przedziale
lw| < Q—dolnej wstegi bocznej. Goérna i dolna wstega boczna zostaly zazna-
czone na rys. 10.4.

Jezeli przez P, oznaczymy moc sygnatu modulujacego, to zgodnie ze wzorem
definicyjnym (1.6) moc P, sygnatu AM-SC jest okreSlona wzorem:

Y2
Py=-2p, (10.47)

10.2.2. Szerokos¢ pasma sygnalu AM-SC

Bardzo waznym parametrem, stanowigcym jedno z kryteriéw poréwnawczych
r6znych systeméw modulacji, jest szerokos¢ pasma sygnalu zmodulowanego. Pa-
rametr ten decyduje o tym jak szerokie pasmo nalezy przeznaczyé w kanale
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a) <)
x(2)

~

? D Yamsc (@)
X(w) AM-sc\@

X(0) Dolna wstega
boczna

Gorna wstega
boczna

-0y,

Rys. 10.4. Sygnal modulujacy (a), jego widmo (b) oraz sygnat zmodulowany AM-SC (c) i jego
widmo (d)

telekomunikacyjnym na transmisje sygnalu zmodulowanego, a w konsekwencji
okresla liczbe sygnaléow jakie w danym systemie z podziatem czgstotliwoscio-
wym mozna przesta¢ jednoczes$nie przez kanat w zadanym z géry pasmie.

Z wykresu widma sygnalu AM-SC (rys. 10.4) wynika, ze szeroko$¢ pasma
tego sygnatu (wyrazona w hercach) jest okre§lona wzorem:

Bam-sc = 2fm; (10.48)

gdzie f,, jest maksymalng czestotliwoscig widma sygnatu modulujacego z(t).

10.2.3. Generacja sygnalu AM-SC

Schemat blokowy nadajnika AM-SC jest przedstawiony na rys. 10.5. Aby
wytworzyé sygnal AM-SC, sygnal modulujacy x(¢) musi by¢ przemnozony w na-
dajniku przez falg nosng c(t) = Yp cos Qt. Operacje te¢ wykonuje uktad nazywany
modulatorem iloczynowym.

Modulator iloczynowy mozna zrealizowaé za pomocg réznych uktadéw. Po-
niewaz operacja mnozenia jest operacja nieliniowa, w ukfadach tych muszg wy-
stapi¢ elementy nieliniowe. Na rys. 10.6 pokazano schemat tzw. modulatora
zrownowazonego zawierajacego dwie diody pétprzewodnikowe. Uktad ten sktada
si¢ z dwdch identycznych obwodéw potaczonych przeciwsobnie, zawierajacych,
oprocz diod, réwnolegle obwody rezonansowe RLC'. Do obu obwodéw sg dopro-
wadzone sygnaly napieciowe: modulujacy oraz fali nosnej, w sposéb pokazany
na schemacie.
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Zrédlo Przetwornik Wzmacniacz Wzmacniacz Al
informacji informacja - sygnat sygnatu mocy
Modulator
Generator Wzmacniacz
fali nosnej fali nosnej

Rys. 10.5. Schemat blokowy nadajnika AM-SC

Yamsc (@)

x(?)

Rys. 10.6. Schemat modulatora zréwnowazonego

Pokazemy, ze uktad modulatora zréwnowazonego z rys. 10.6 istotnie realizu-
je operacje mnozenia. W celu ufatwienia analizy pominiemy na razie elementy
LC'. Z napieciowych réwnan Kirchhoffa dla obwod6éw zaznaczonych na schemacie
obliczamy napigcia u; (t) i u2(t) na szeregowych potaczeniach diod i oporéw R:

ui(t) = c(t) + z(t), ua(t) = c(t) — z(t).

Przyjmiemy zalozenie, ze charakterystyka diody jest tak dobrana, iz zalezno$¢
miedzy pradem a napigciem w galezi utworzonej przez szeregowe potaczenie
diody i oporu jest opisana réwnaniem i = au® + bu, gdy u > 0 (zakres prze-
wodzenia diody) oraz réwnaniem ¢ = 0, gdy u < 0 (zakres zaporowy). Przy
tym zalozeniu w przedzialach czasu, w ktérych przewodzi dioda D; w gérnym
obwodzie, na oporze R tego obwodu wystepuje napiecie

uz(t) = Riy(t) = Ralc®(t) + 2x(t)c(t) + 2*(t)] + Rb[c(t) + z(t)],

natomiast w przedzialach czasu, w ktérych dioda D; znajduje si¢ w stanie zapo-
rowym, napigcie u3(t) jest rtéwne zeru. Sytuacja jest doktadnie odwrotna w przy-
padku dolnego obwodu. W przedziatach czasu, w ktérych dioda D; jest w stanie
zaporowym, dioda D9 znajduje si¢ w stanie przewodzenia i na oporze R dolnego
obwodu wystepuje napiecie

ug(t) = Ris(t) = Ralc®(t) — 2z(t)c(t) + 2% (t)] + Rb[c(t) — z(t)],
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natomiast gdy dioda D przewodzi, dioda Dy znajduje si¢ w stanie zaporowym
i napigcie u4(t) jest rowne zeru. Na zaciskach wyjsciowych uktadu wystepuje
zatem sygnal napigcia

u(t) = ug(t) — ua(t) = 4Rax(t)c(t) + 2Rbx(t).

Sygnat ten zawiera skladowg iloczynowa o widmie skupionym wokét pulsacji €2
fali nosnej i sktadowg niskoczestotliwosciowg proporcjonalng do sygnatu mo-
dulujacego. Zadaniem obwoddéw rezonansowych LC' jest odfiltrowanie sygnatu
o niskiej czestotliwosci. W tym celu wystarczy dostroi¢ pulsacje rezonansowa
tych obwodéw do pulsacji nosnej €2 i odpowiednio dobra¢ ich dobro¢. W efekcie
na wyjsciu uktadu otrzymujemy sygnat zmodulowany yam.sc(t) proporcjonalny
do iloczynu sygnatu modulujacego i fali noSne;j.

10.2.4. Demodulacja sygnalu AM-SC. Detektor
koherentny

Operacja demodulacji polega na odtworzeniu po stronie odbiorczej sygna-
Tu modulujacego z sygnatu zmodulowanego. Aby zdemodulowaé sygnat AM-SC
wystarczy pomnozy¢ go przez sygnal cos(2t, o pulsacji rownej pulsacji no$nej
), wytworzony przez lokalny generator umieszczony w odbiorniku. Przy zato-
zeniu, ze faza poczatkowa tego sygnatu jest zsynchronizowana z faza fali nos$nej
generowanej w nadajniku, na wyjSciu uktadu mnozacego otrzymujemy sygnat

Y Y
yam.sc(t) cos Qt = Yo (t) cos® Qt = jom(t) + ?Ox(t) cos 2€)t. (10.49)

Sygnat ten zawiera sktadowa dolnopasmowa proporcjonalng do sygnatu informa-
cyjnego i sktadowa waskopasmowg o widmie skupionym wokoét duzej pulsacji 2€2.
Demodulator sygnalu moze by¢ zatem zrealizowany w uktadzie przedstawionym
na rys. 10.7, ktérego lewa czgs$¢, majaca za zadanie realizacj¢ operacji mnozenia
sygnaléw, jest identyczna jak w ukladzie modulatora sygnatu AM-SC, natomiast
filtry dolnoprzepustowe RC' stuzg do odfiltrowania sktadowej o duzej czestotli-
wosci. Uktad demodulatora z rys. 10.7 jest nazywany detektorem koherentnym
lub detektorem synchronicznym.

10.2.5. Bledy czestotliwosci i fazy

Aby detektor koherentny sygnatu AM-SC dziatal prawidlowo, musi by¢ za-
pewniona wysoka stabilnos$¢ pulsacji lokalnego generatora fali noSnej w odbior-
niku oraz réwno$¢ faz fali no$nej w odbiorniku i nadajniku. Réwnos¢ tych faz
jest warunkiem tzw. odbioru koherentnego sygnatu. Rozpatrzmy znieksztalcenia
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Yam-sc ()

Rys. 10.7. Detektor koherentny sygnatu AM-SC

sygnalu zdemodulowanego, jakie powstajg w przypadku, gdy warunki te nie sg
spelnione. Zatézmy, ze generator lokalny generuje sygnat cos[(Q2 + AQ)t + Ay,
gdzie AQQ jest bledem pulsacji, a Ay bledem fazy. W wyniku mnozenia sygnatéw
w detektorze koherentnym otrzymujemy wowczas sygnat

Y.
yam-sc(t) cos [(+ AQ)t + Ag] = ?Oib(t) cos(AQt + Ay) +
Yo
+ ?x(t) cos[(2Q + AQ)t + Ay,
a po odfiltrowaniu drugiej sktadowej — sygnat zdemodulowany:
Yo
ya(t) = ?x(t) cos(AQt + Agp).

Na wyjsciu detektora otrzymujemy zatem sygnal proporcjonalny do sygnatu infor-
macyjnego xz(t), ale znieksztalconego multiplikatywnie sygnatem cos(AQt+Ap].
Jesli AQ = 0, tzn. btad pulsacji nie wystepuje, sygnat wyjsciowy ma postaé
(Yp/2)x(t) cos Ap. W przypadku, gdy blad fazy A jest staly i jego wartos¢ jest
mata, sygnal odbierany jest nieznieksztalcony, a jedynie nast¢puje jego thumienie
w stosunku cos Ap. W rzeczywistosci, na skutek zmieniajacych si¢ warunkéw
propagacji, btad fazy zmienia si¢ losowo w czasie, powodujac niepozadany efekt
znieksztalcajacy. Nie jest on jednak tak krytyczny dla jakoSci odbieranego sygna-
Iu, jak znieksztalcenia wywotane btedem pulsacji. Przy zerowym bledzie fazy btad
pulsacji powoduje, iz na wyjsSciu demodulatora zamiast sygnatu nieznieksztatco-
nego (Yp/2)xz(t) wystepuje sygnat zmodulowany (Yp/2)xz(t) cos AQt o pulsacji
nosnej réwnej biedowi pulsacji A{2. W wyniku nawet niewielkiego procentowo
odstrojenia duzej pulsacji noS$nej powstaje btad pulsacji wspétmierny z pulsacjami
pasma sygnalu z(t), w efekcie czego sygnatl odbierany jest silnie znieksztalca-
ny. Nalezy jednak podkresli¢, ze w praktyce fatwiej jest zapewni¢ synchronizacjg
pulsacji fal no$nych nadajnika i odbiornika, niz synchronizacje ich faz.
Wrazliwo$¢ systemu AM-SC na bledy czestotliwosci i fazy jest jego istotng
wadg. W celu wyeliminowania znieksztalcet spowodowanych tymi bigdami, w od-
biorniku systemu AM-SC sa stosowane zlozone uklady synchronizujace i kom-
pensacyjne. Jednym z mozliwych rozwigzan jest zastosowanie detektora Costasa.
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Detektor ten skfada si¢ z dwoch detektoréw koherentnych zawierajacych generato-
ry fal noSnych pozostajacych wzgledem siebie w kwadraturze, tzn. przesunigtych
o /2, i wspélnym wejsciowym sygnale zmodulowanym. Pulsacja i faza lokalne-
go generatora s3 automatycznie korygowane w uktadzie petli ujemnego sprzgzenia
zwrotnego ([1], p. 3.4).

Innym rozwigzaniem problemu synchronizacji pulsacji i fazy jest przesylanie
wraz z sygnatem AM-SC dodatkowego sygnatu pilotujgcego fali nosnej o nie-
wielkim poziomie w stosunku do sygnalu AM-SC. Sygnat ten jest w odbiorniku
odfiltrowany i po odpowiednim wzmocnieniu wykorzystany do synchronizacji
pulsacji i fazy lokalnej fali nos$nej generowanej w odbiorniku. Wymienione roz-
wiazania komplikujg jednak odbiornik i podrazajg jego koszty, co w systemach
powszechnego zastosowania o wielu punktach odbiorczych, takich jak telefonicz-
ne, radiowe czy telewizyjne, wyklucza stosowanie modulacji AM-SC.

10.3. Modulacja AM

10.3.1. Sygnat AM

W przypadku modulacji AM funkcja modulujaca ma posta¢ m(t) = 1+kx(t),
gdzie wspdlczynnik k > 0 jest parametrem modulacji. Reprezentacja analityczna
sygnalu AM i jego postaé rzeczywista sg zatem okreslone wzorami:

zam(t) = Yol + kx(t)] &, (10.50)

yam(t) = Yo[1 + kx(t)] cos Qt = Y cos Qt + kYpx(t) cos Qt. (10.51)

Wynika stad, ze w przypadku modulacji AM obwiednia sygnatu Y (¢) = Yp|1 +
kz(t)|, a jego pulsacja chwilowa w(t) = Q.

Tak wigc, w systemie AM obok skladowej iloczynowej AM-SC
kYpx(t) cos Qt jest przesytany dodatkowo sygnat fali nosnej Yy cos Qt. Jak po-
kazemy dalej, obecno$¢ fali no$nej w sygnale zmodulowanym umozliwia zasto-
sowanie do demodulacji sygnalu AM prostego uktadu demodulatora, nie wyma-
gajacego generowania sygnatu fali nosnej w odbiorniku. Unika si¢ tym samym
trudnosci zwiazanych z zapewnieniem jej odpowiedniej synchronizacji.

Widmo sygnatu AM ma postaé:

K

YAM(w) = ﬂYo[é(w — Q) + (5(&.} + Q)} + 9

[X(w—9Q)+ X (w+ Q). (10.52)
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W poréwnaniu z widmem sygnatu AM-SC zawiera ono dodatkowo par¢ dystrybu-
cji Diraca w punktach +£2. Wykresy sygnaléw modulujacego i zmodulowanego
AM oraz ich widm sg przedstawione na rys. 10.8.

Moc sygnatu AM jest okre§lona wzorem

1 1
P, = 5YO? + 5/-e?}/gpgg, (10.53)

gdzie P, jest mocg sygnatu modulujacego. Pierwszy skladnik jest mocg sktadowej
nosnej, drugi za§ — mocg zawartg we wstegach bocznych.

Q) c)
Yam(® Obwiednia

(1) ” TolLrkx ()]

il

T

b)
X(0) X(w)

m
()
S

-

Rys. 10.8. Sygnat modulujacy (a), jego widmo (b) oraz sygnal zmodulowany AM (c) i jego wid-
mo (d)

10.3.2. Szeroko$¢ pasma sygnatu AM

Szerokos$¢ pasma sygnalu AM jest identyczna jak sygnatlu AM-SC i okre§lona
wzorem:

Bam = 2fm, (10.54)

gdzie f,, jest maksymalng czestotliwoscig widma sygnatu modulujacego x(¢).

271



10.3. Modulacja AM 272

10.3.3. Wspélczynnik glebokosci modulacji

Waznym parametrem charakteryzujacym wiasciwosci sygnatu AM jest wspot-
czynnik gtebokosci modulacji okre§lony wzorem:

max m(t) — minm(t)

(10.55)

"7 max m(t) + minm(t)
Warto$¢ tego wspétczynnika dobiera si¢ tak, aby zapewni¢ odpowiedni stosunek
mocy sktadowej nosnej do mocy sktadowej AM-SC sygnalu AM oraz aby uniknaé
zjawiska przemodulowania sygnatu (por. p. 10.3.5). Do interpretacji wspdlczyn-
nika glebokos$ci modulacji powrdcimy jeszcze w p. 10.3.6.

10.3.4. Generacja sygnalu AM

Schemat blokowy modulatora AM jest przedstawiony na rys. 10.9. Sktadowa
AM-SC sygnalu AM moze by¢ wytworzona za pomocg modulatora iloczyno-
wego, np. modulatora zréwnowazonego z rys. 10.6. Sktadowa ta jest nastgpnie
dodawana w sumatorze do sygnatu fali nosne;.

x() Yam(0)

kcosQt o YpcosQt

Rys. 10.9. Schemat blokowy modulatora AM

Innym rozwigzaniem uktadowym jest modulator prostownikowy pokazany na
rys. 10.10. W ukladzie tym suma napigciowych sygnatéw modulujgcego i fali no-
$nej jest doprowadzona do elementu nieliniowego o charakterystyce i = au? -+ bu,
utworzonego przez polaczenie szeregowe diody D i oporu R. Na oporze R po-
jawia si¢ wyprostowany sygnal napiecia zawierajacy m.in. sktadowa AM. Obwdd
rezonansowy LC' dostrojony do pulsacji no$nej €2 odfiltrowuje pozostale sktadowe
i w rezultacie na wyjsciu ukladu otrzymujemy sygnal AM.

——o

x(1)

Y, cosQt

=C | mO=Y[1+kx()]cosQt

o

Rys. 10.10. Modulator prostownikowy AM
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10.3.5. Demodulacja sygnalu AM. Detektor obwiedni

Podobnie jak w przypadku sygnatu AM-SC, demodulacje sygnalu AM moz-
na zrealizowaé za pomocg detektora koherentnego (rys. 10.7). Rozwigzanie to ma
jednak wspomniang wczesniej wade zwigzang z koniecznoscig stosowania lokal-
nego generatora fali no$nej w odbiorniku i jego dokfadnej synchronizacji.

Obecnos$¢ fali noSnej w sygnale AM umozliwia jego demodulacje za pomo-
ca znacznie prostszego uktadu nazywanego detektorem obwiedni. Aby uktad ten
odtwarzal nieznieksztalcony sygnal informacyjny, warto§¢ wspéiczynnika £ musi
by¢ tak dobrana, aby 1 + kx(t) > 0 dla kazdego t. Przy spelnieniu tego wa-
runku ksztalt obwiedni sygnalu AM jest identyczny jak sygnatu modulujacego
i nie wystepuje przemodulowanie sygnatu. Zjawisko przemodulowania jest zi-
lustrowane na rys. 10.11 i objawia si¢ skokowymi zmianami fazy sygnalu AM
w punktach przejScia jego obwiedni przez zera. Przemodulowanie nie powoduje
znieksztalcen sygnatu zdemodulowanego, gdy stosowany jest detektor koherent-
ny. Natomiast w przypadku stosowania detektora obwiedni jest ono przyczyna
silnych znieksztalcen.

Yam 0]
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X _
,I \ 7’ \
N7 \
! \ -~
l’ \ I/
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i % / o
g 1 7 / \
| \ SR )
. ;
// |\ 1
b |
i \ N
e\
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g \
1 \\ \
| O \

A (o)

N
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| H | Skoki fazy

Rys. 10.11. Sygnal modulujacy (a) i przemodulowany sygnat AM (b)

Detektor obwiedni (rys. 10.12a) jest prostym ukladem nieliniowym zawiera-
jacym diode i dwdjnik réwnolegly RC. Jego zasade dziatania mozna wyjasnicé
nastepujaco. Zatézmy, ze przed podaniem na wejscie sygnatu napieciowego AM
uktad byl w stanie spoczynku. Pierwszy dodatni impuls fali zmodulowanej taduje
kondensator C' do wartosci szczytowej napiecia (rys. 10.12b). Proces tadowania
trwa, dopdki warto$¢ chwilowa szybko malejacego tylnego zbocza impulsu opad-
nie ponizej wartoSci napiecia na kondensatorze, ktére maleje znacznie wolniej
ze wzgledu na dostatecznie duza wartos¢ statej czasowej RC' obwodu. Nastepuje
woéwcezas odcinek czasu, w ktérym dioda jest spolaryzowana zaporowo, a kon-
densator rozladowuje si¢ w odizolowanym obwodzie RC'. Napigcie na konden-
satorze maleje wykltadniczo z szybkoScig okre§lona przez stalg czasowg RC' do
chwili, gdy warto$¢ chwilowa nastepnego dodatniego impulsu fali zmodulowanej

273



10.3. Modulacja AM 274

przekroczy warto$¢ tego napiecia. Dioda zaczyna wéwczas ponownie przewodzié
i nastepuje krétkotrwate dofadowanie kondensatora do kolejnej wartosci szczyto-
wej, po czym proces powtarza si¢. Tym samym uktad detektora Sledzi obwiednig
sygnalu AM i odtwarza jg na swoim wyjsciu. Sygnal wyjSciowy rdzni si¢ jesz-
cze od sygnalu modulujacego sktadowa stata. Wyeliminowanie tej skladowej nie
przedstawia juz trudnosci.

Z przebiegu napigcia uc(t) na wyjsciu detektora obwiedni przedstawionego
na rys. 10.12b wynika, ze odtworzona obwiednia sygnatu wykazuje niepozadane
tetnienia o czestotliwosciach zblizonych do czestotliwosci fali nos$nej. Tetnienia
te mozna wyeliminowad, stosujac dodatkowy filtr dolnoprzepustowy. Nalezy pod-
kredli¢, ze w praktyce sg one duzo mniejsze, niz wynikatoby to z przedstawionego
wykresu. Na wykresie tym czestotliwoS$¢ oscylacji fali zmodulowanej zostata bo-
wiem celowo zmniejszona w stosunku do faktycznej czestotliwosci fali nosnej,
tak aby mozna bylo w sposéb graficznie przejrzysty zilustrowaé zasade dziatania
detektora obwiedni.

Wartos¢é statej czasowej RC' powinna by¢ z jednej strony dostatecznie duza,
tak aby napiecie na kondensatorze bylo podtrzymywane i nie wystepowaty duze
tetnienia, z drugiej jednak strony dobér zbyt duzej statej czasowej moze spowodo-
wac, ze proces rozladowywania si¢ kondensatora nie bedzie nadgzat za zmianami
obwiedni. Sytuacja, w ktérej dobrana zostala zbyt duza wartos¢ statej czasowej
zostala zilustrowana na rys. 10.12b.

a) D b) Zbyt duza stata
———o0 uc(f) czasu RC

Yam (@) R =C lu.()

Ty

Rys. 10.12. Detektor obwiedni (a) i sygnal na jego wyjsciu (b)

10.3.6. Odbioér superheterodynowy

W praktycznych systemach AM demodulacje sygnalu realizuje si¢ z wyko-
rzystaniem posredniego stopnia przemiany czestotliwoSci zwanego mieszaczem.
Odbiorniki pracujagce w systemach z poSrednia przemiang czestotliwoSci nosza
nazwe odbiornikéw superheterodynowych. Schemat blokowy odbiornika superhe-
terodynowego jest przedstawiony na rys. 10.13.

Zadaniem mieszacza jest przesunigcie widma odebranego sygnatu AM, sku-
pionego wokét czestotliwosci nosnej F', w okolice czestotliwosci posredniej F”,
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stalej dla danego odbiornika (najczesciej réwnej 455 kHz). W tym celu w od-
biorniku jest generowany sygnat harmoniczny o czestotliwo$ci sumacyjnej F” =
F + F’ (lub rzadziej réznicowej F” = F — F”), ktéry jest mnozony w ukfa-
dzie mieszacza przez odebrany sygnal AM przed jego demodulacja. W efekcie
widmo sygnalu AM (wystarczy rozwazy¢ tylko jego cze$¢ prawostronng) zostaje
rozszczepione bez zmiany ksztattu na dwie czedci, przesunigte do cz¢stotliwosci
F'—-F=(F+F)—-F=Foraz F"+F = (F+F)+F =2F+ F"
Druga z tych czesci, skupiona wokét czestotliwosci 2F + F”, jest odfiltrowywana
za pomocy filtru Srodkowoprzepustowego dostrojonego do czestotliwosci posred-
niej F'. W efekcie na wyjsciu filtru srodkowoprzepustowego otrzymujemy sygnat
AM, ktérego czestotliwo$cig nosna jest czestotliwosé posrednia F”. Sygnat ten,
po odpowiednim wzmocnieniu, jest nastepnie poddany wiasciwej demodulacji
w uktadzie detektora obwiedni.

Filtr Filtr Wamacniacs
srodkowo - | | Wzmacniacz l srodkowo - | _|"*, F
przepustowy w. cz. przepustowy P osrcezdme]
F I F’ ‘
COS(F+F ")t

L Detektor Wzmacniacz —
obwiedni | | akustyczny

Rys. 10.13. Schemat blokowy odbiornika superheterodynowego

Zaleta odbioru superheterodynowego polega na tym, ze wszelkie operacje na
sygnalach wystepujacych po uktadzie mieszacza sg dokonywane na statej czestotli-
wosci posredniej F”, niezaleznie od czestotliwosci nosnej F' sygnatu odbieranego.
Nie wymaga to kiopotliwego przestrajania wzmacniaczy wystepujacych po ukta-
dzie mieszacza, a jedynie dostrojenia wejSciowego filtru Srodkowoprzepustowego
do czegstotliwosci nosnej F' odbieranego sygnatu i dostrojenia czestotliwo$ci no-
$nej lokalnego generatora do czestotliwosci sumacyjnej F' + F”. Dostrojenie obu
tych czestotliwosci jest w praktyce realizowane jednocze$nie.

Nalezy podkresli¢, ze odbiér superheterodynowy mozna stosowac takze w in-
nych systemach modulacji, zaréwno amplitudowej, jak i katowej. W systemach
radiowych FM przesytajacych sygnaly w pasmie czestotliwoSciach 88—108 MHz
jako czestotliwo$¢ posredniag przyjmuje si¢ 10,7 MHz.

10.3.7. Przypadek modulacji AM jednym tonem

Czesto dostateczny poglad o istotnych cechach systemu modulacji analogowe;j
daje przeanalizowanie najprostszego przypadku modulacji, jakim jest modulacja
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pojedynczym sygnatem harmonicznym. Méwimy wéwczas, ze fala no$na jest mo-
dulowana jednym tonem.

Sygnat AM zmodulowany jednym tonem z(t) = Xgcoswpt o pulsacji
wp < ) ma postaé:

yam(t) = Yo(1 + kX coswyt) cos Qt. (10.56)

Poniewaz, jak mozna tatwo pokazaé na podstawie wzoru ogélnego (10.55), wspot-
czynnik kX (z zalozenia dodatni) jest réwny wspdiczynnikowi giebokosci mo-
dulacji m, wzér (10.56) mozemy zapisa¢ w postaci:

yam(t) = Yo(1 + mcoswyt) cos Ut =

v (10.57)
= Yy cos Qt + % [cos(2 + wp)t + cos(2 — wp)t] .

Sygnal AM zmodulowany jednym tonem jest zatem sumg trzech sktadowych har-

monicznych, tj. skladowej nosnej o pulsacji €2 oraz sktadowych bocznych o pul-

sacjach sumacyjnej €2 + wp i réznicowej 2 — wg. Amplitudy obu sktadowych

bocznych sg jednakowe i (m/2)-raza mniejsze od amplitudy sktadowej nosnej.
Widmo sygnatu AM zmodulowanego jednym tonem ma postaé:

Yam(w) = 7Ys[0(w — Q) + 6w+ Q)] +

mmYy

[6(w—Q —wp) + 6(w+ Q4 wp) + 6w — 2+ wo) +

+0(w + Q — wp)].

(10.58)
Widmo to jest pokazane na rys. 10.14. Sktada si¢ ono z trzech par dystrybucji
wystepujacych w punktach: £ (prazki no$ne), (2 + wg) (prawe prazki bocz-
ne) oraz +(€2 — wp) (lewe prazki boczne). Czg¢$¢ prawostronng widma stanowi
zespdt trzech charakterystycznych prazkéw: gléwnego w punkcie €2 oraz bocz-
nych o jednakowych wysokosciach w punktach 2 4+wy. Szeroko$¢ pasma sygnatu
zmodulowanego jednym tonem wyrazona w hercach jest réwna 2 fy, gdzie fy jest
czestotliwoscig sygnatu modulujacego.

Yam (@)
TmYy
L1 | L1
SIS ° g8 o
3 < 4

Rys. 10.14. Widmo sygnatu AM zmodulowanego jednym tonem
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Przebiegi sygnatu AM zmodulowanego jednym tonem dla réznych wspdiczyn-
nikéw glebokosci modulacji m sg przedstawione na rys. 10.15. Na rys. 10.15d
pokazano przypadek pelnej modulacji (m = 1).

%) A Jam ® m=0.1 &) A JAM ®

Wit
I |

<l A JaM O] m=0.5 d) A JaMm O] 10
Y07 Y0’
| t | t
-Yo -Yy]

Rys. 10.15. Sygnaly AM zmodulowane jednym tonem dla réznych wartoSci wspétczynnika
glebokosci modulacji m

10.3.8. Sprawnosé energetyczna systemu AM

W celu przestania informacji zawartej w sygnale zmodulowanym wystarczy
transmitowaé jedynie wstegi boczne. Transmisja fali noSnej w sygnale AM jest
zabiegiem wylgcznie technicznym, podyktowanym prostota demodulacji tego sy-
gnatu za pomocg detektora obwiedni. Mozna zatem powiedzie¢, ze moc potrzebna
do wystania fali no$nej jest z punktu widzenia transmisji informacji mocg bezu-
zyteczng. Z praktycznego punktu widzenia jest wigc uzasadnione, aby byla ona
jak najmniejsza.

W celu rozpatrzenia tego zagadnienia zdefiniujemy wspdiczynnik sprawnosci
energetycznej systemu AM okreslony jako stosunek

»x=—100% (10.59)

By

mocy P, wsteg bocznych do catkowitej mocy P, sygnalu AM. Poniewaz moc
P, jest sumg mocy wsteg bocznych i mocy fali noSnej, wspétczynnik sprawnosci
energetycznej systemu AM mozemy wyrazi¢ w postaci (por. wzor (10.53)):

1
*k2YD2P$ k2P
= 2 : =1 o5 100%, (10.60)
3 ¢+ 5k2Y02P$ @
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gdzie P, jest mocg sygnatu modulujgcego. W przypadku modulacji jednym to-
nem P, = (X2)/2, a wigc uwzgledniajac, ze kXo = m, wsptczynnik spraw-
nosci energetycznej systemu AM mozna wyrazi¢ przez wspélczynnik glebokosci
modulacji m:

1 2
—-m 2
o= —2— = S 100%. (10.61)
1 + §m2 + m

Ze wzoru (10.61) wynika, ze sprawno$¢ energetyczna systemu AM ro$nie mono-
tonicznie ze wzrostem wspétczynnika m. Poniewaz warunek nieprzemodulowania
ogranicza warto$ci m do jednosci, zatem wspdlczynnik sprawnosci energetycz-
nej osigga najwieksza warto$¢ sanax = 33% dla m = 1, tj. dla petnej modulacji.
Oznacza to, ze co najmniej 2/3 emitowanej mocy nadajnika sygnalu AM przypa-
da na fal¢ noSng. W praktyce wartoSci wspoétczynnika m wybiera si¢ z przedziatu
0,25 =+ 0,4. Sprawnos¢ energetyczna systeméw AM wynosi wiec zaledwie kilka
procent.

Wykresy procentowego udziatu mocy fali nosnej i mocy wsteg bocznych
w calkowitej mocy sygnatu AM zmodulowanego jednym tonem w funkcji wspot-
czynnika m przedstawiono na rys. 10.16. Mimo ze wykresy te zostaly sporzadzo-
ne dla szczegdlnego przypadku modulacji jednym tonem, dajg one dostateczny
poglad na problem sprawnoSci energetycznej systeméw AM. Niska sprawno$é
energetyczna tych systeméw jest ich istotng wadg, a zarazem ceng, jaka nalezy
zaptaci¢ za prostote operacji demodulacji. Zauwazmy, ze sprawno$¢ energetycz-
na systemu AM-SC, rozumiana w sensie definicji (10.59), wynosi 100%. Mimo
niskiej sprawnos$ci energetycznej systemy AM sa —dzieki prostej realizacji ukia-
du odbiorczego — stosowane powszechnie w radiofonii w zakresie czestotliwosci
nos$nych do 30 MHz.

1001} Fel%l

80

60 | Fala nosna
401 Wstegi boczne
20

0 02 04 06 08 1 m

Rys. 10.16. Procentowy udziat mocy fali no$nej i mocy wsteg bocznych w catkowitej mocy sygnatu
AM zmodulowanego jednym tonem w funkcji wspéiczynnika glebokosci modulacji m
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10.4. Modulacje jednowstegowe SSB-SC
i SSB

10.4.1. Sygnat SSB-SC

Gdyby sygnat informacyjny x(¢) byt przesylany w swoim pasmie podstawo-
wym, bez dokonywania na nim operacji modulacji, zajmowatby w kanale trans-
misyjnym pasmo o szeroko$ci wy,, gdzie w,, jest najwickszg pulsacjg widma
sygnatu. Jesli jest on przesylany w systemie modulacji AM-SC lub AM, zajmu-
je w kanale pasmo o szeroko$ci 2w,,, a wiec dwukrotnie wigkszej. Zauwazmy
jednak, ze informacja zawarta w sygnale AM-SC lub AM jest przesylana w spo-
sOb nadmiarowy. Ze wzgledu na symetri¢ wsteg bocznych do przestania pelne;j
informacji o sygnale z(t) wystarczy bowiem transmisja tylko jednej z nich — gér-
nej lub dolnej. Systemy modulacji, w ktérych przesytana jest tylko jedna wstega
boczna nosza nazwe jednowstegowych.

W przypadku sygnalu jednowstegowego SSB-SC funkcja modulujaca ma po-
stac:

m(t) = z(t) +jz(t), (10.62)

gdzie x(t) jest sygnalem modulujagcym. Jesli w sygnale SSB-SC jest transmito-
wana tylko wstega gérna, we wzorze (10.62) wystepuje znak ,,+”, natomiast jesli
transmitowana jest tylko wstega dolna —znak ,,—”. Wynika stad, ze jeSli transmi-
towana jest wstega gérna, funkcja modulujgca jest sygnalem analitycznym z,(t)
sygnalu modulujacego z(t), jesli za$ transmitowana jest wstega dolna, funkcja
modulujaca jest sygnalem analitycznym sprzezonym z3(t).

Zgodnie ze wzorem ogdlnym (10.37), reprezentacje analityczne sygnatéw
SSB-SC zawierajacych wstege goérna i odpowiednio wstege dolng sg okre§lone
wzorami:

2dsp.sc(t) = 2zz(t)ze(1), (10.63)
Zspsc(t) = 25(1)z(t), (10.64)
lub wzorem
zsspsc(t) = Yo/ a2(t) + 22(t) ellHFarctsle®)/z(0], (10.65)
gdzie

}/SSB—SC (t) = Y()\/ IL’2 (t) + 52’2 (t) (10.66)

jest obwiednia sygnatu SSB-SC oraz

wSSB-SC (t) =0t + arctg[i(t)/x(t)] (10.67)
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jego katem. Ze wzoréw tych wynika, ze sygnal SSB-SC jest sygnatem zmodulo-
wanym zaréwno amplitudowo, jak i katowo.

Wydzielajac we wzorach (10.63) i (10.64) czgS¢ rzeczywista, otrzymamy po-
sta¢ rzeczywista sygnalu SSB-SC:

yssB-sc(t) = Yo[z(t) cos QtF&(t) sin Q] = x7(t) cos QtFag(t) sinQt, (10.68)

gdzie znak ,,—” odpowiada wstedze gérnej, a znak ,,4” wstedze dolnej. Odno-
tujmy, ze wzor (10.68) stanowi zapis Rice’a (10.14) sygnatu SSB-SC, przy czym
zr(t) = Yoz(t) jest jego skladowa synfazowa, a z¢(t) = Yy (t) — sktadowa kwa-
draturowsq.

10.4.2. Widmo sygnatu SSB-SC

Pokazemy obecnie, ze widmo sygnatu SSB-SC zawiera istotnie tylko jedna ze
wsteg bocznych. W tym celu wyznaczymy najpierw widmo Zggp ¢-(w) sygnatu
analitycznego sygnatu SSB-SC reprezentujagcego wstege gérng (wzor (10.63)).

Na podstawie twierdzenia 3.9 o splocie w dziedzinie cze¢stotliwoSci z zalez-
nosci (10.63) wynika, ze

1
Zispsc(w) = Gy [Za(w) * Ze(w)] | (10.69)
gdzie Z,(w) jest widmem sygnalu analitycznego sygnatu modulujacego, a Z.(w)
widmem sygnatu analitycznego fali no$nej. Poniewaz, zgodnie ze wzorami (10.34)
i (10.36), Zy(w) = 2X (w)1(w) oraz Z.(w) = 21Ypd(w — ), zatem korzystajac
z wlasciwosci splotu dystrybucji Diraca (1.19) wnioskujemy, iz

1
Zspsc(w) = o [2r¥o0(w — ) # 2X (W)l (w)] = (10.70)

= 2Yp X (w — Q)1 (w — ).

Widmo Zssp-sc(w) jest oczywiscie prawostronne i-—jak wynika ze wzoru
(10.70) —jest rézne od zera jedynie dla pulsacji lezagcych powyzej pulsacji no-
s$nej €2, tj. pulsacji odpowiadajacych wstedze gérnej. Korzystajac teraz z zaleznosci
(10.35) i uwzgledniajac, ze sygnal modulujacy x(t) jest z zalozenia rzeczywisty,
a wigc ze jego widmo jest hermitowskie (tzn. spetnia réwnosé X (w) = X*(—w) -
por. p. 3.2.4), otrzymujemy ostatecznie:

1 *
Yispsc(w) = B [Zsp.sc (W) + Zsp.sc(—w)] =

=YX (w—-NDI(w—- )+ X (~w—-NI(-~w—- Q)] = 10.71)
= Y[ X (w— Q) (w—NYgp X (w+ I(—w — Q)].



10.4. Modulacje jednowstegowe SSB-SC i SSB 281

Identyczny rezultat otrzymalibySmy, obliczajgc transformaty Fouriera obu
stron réwnosci (10.68) (przy zatozeniu znaku ,,—”) i stosujac przy tym twier-
dzenia o modulacji (3.26) i (3.27) oraz zaleznos$¢ (10.26).

Widmo (10.71) jest przedstawione na rys. 10.17a. Postepujac analogicznie
mozna pokazaé, ze widmo sygnatu SSB reprezentujacego wstege dolna (znak
»+~ we wzorze (10.68)) ma postaé (rys. 10.17b):

Y sc(w) = Yo[X(w — DI(—w + Q) + X(w+ Q1w+ Q). (10.72)

a
) T Yedp-sc (@) Wstega gorna
-Q 0 ) >
b
) T ¥ SgB—SC () Wstega dolna

-Q 0 Q o

Rys. 10.17. Widmo sygnatu SSB-SC: wstega gérna (a) oraz wstgga dolna (b)

10.4.3. Szeroko$¢é pasma sygnatu SSB-SC

Poniewaz w widmie sygnalu SSB-SC wystepuje tylko jedna wstega boczna,
jego szeroko$¢ pasma wyrazona w hercach jest okreslona wzorem:

Bssp-sc = fm. (10.73)

gdzie f,,, jest maksymalng czgstotliwoscig widma sygnatu modulujacego x(t). Do
transmisji sygnalu SSB-SC wymagane jest zatem dwukrotnie mniejsze pasmo, niz
w przypadku systeméw dwuwstegowych AM i AM-SC.

10.4.4. Generacja sygnatu SSB-SC

Najprostsza koncepcyjnie metoda generacji sygnatu SSB-SC jest metoda fil-
tracji, polegajaca na wytworzeniu sygnalu AM-SC i odfiltrowaniu za pomocg
filtru §rodkowoprzepustowego jednej z jego wsteg bocznych. W przypadku gene-
racji sygnatu SSB-SC reprezentujacego wstege gorng (rys. 10.18a) filtr ten powi-
nien przepusci¢ bez zmian skfadowe o pulsacjach wigkszych od pulsacji nos$nej
Q 1 wyeliminowaé skladowe o pulsacjach mniejszych od 2. Powinien on mieé
zatem bardzo stroma charakterystyke filtracji w otoczeniu pulsacji 2.
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Rys. 10.18. Generacja sygnalu SSB-SC metoda filtracji z posrednia przemiang czestotliwosci

Wymagania co do stromosci zbocza charakterystyki filtru sg mniej krytyczne,
jesli w widmie sygnatu modulujacego nie wystepuja sktadowe o matych pulsa-
cjach lub ich gesto§¢ widmowa jest pomijalna (rys. 10.18b). Sytuacja taka ma
miejsce np. w przypadku sygnatu mowy, ktérego dolna czestotliwo$¢ pasma wy-
nosi 200+ 300 Hz, a wigc w otoczeniu pulsacji nos$nej {2 wystepuje pewne pasmo
puste. Jednak nawet w takim przypadku realizacja filtru o dostatecznie stromej
charakterystyce jest trudna, jesli pulsacja nosna () jest duza. Generacja sygnalu
SSB-SC jest wowczas realizowana dwustopniowo. Najpierw wytwarzany jest sy-
gnat AM-SC o posredniej pulsacji nosnej ' (tzw. podnosnej), znacznie mniejszej
od pulsacji €2 (rys. 10.18c). Z sygnatu tego jest odfiltrowywana jedna ze wsteg
bocznych za pomocg latwiejszego do realizacji filtru Srodkowoprzepustowego.
Otrzymany w ten spos6b sygnal jednowstegowy jest z kolei wykorzystywany do
ponownej modulacji AM-SC fali nosnej o pulsacji Q”, takiej ze Q" + Q' = Q,
gdzie ) jest wlasciwg pulsacja nosng. W efekcie widmo z rys. 10.18¢c zostaje
rozszczepione na cztery czeéci przesuniete do punktéw +Q” + Q' (rys. 10.18d).
Zbedne sktadowe widma sg odfiltrowywane za pomocg tatwiejszego do realiza-
cji filtru Srodkowoprzepustowego o fagodnie opadajacych zboczach. W efekcie
otrzymujemy sygnal SSB-SC o pozadanym usytuowaniu widma na skali pulsacji.
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Metoda filtracji jest powszechnie stosowana do generacji sygnatéw w syste-
mach wielokrotnej telefonii jednowstegowej. W przypadku wysokich wymagan co
do doktadnosci ttumienia zbednej wstegi bocznej stosowane sg filtry kwarcowe.

Inng metodg generacji sygnatu SSB-SC jest mefoda przesuwania fazy. Kon-
cepcja tej metody jest oparta na zapisie Rice’a (10.68). Zgodnie ze wzorem
(10.68), w celu wytworzenia sygnatu SSB-SC nalezy wygenerowaé dwa sygnaly
AM-SC Yjx(t) cos Qt oraz Ypz(t)sin Q2 i utworzy¢ ich réznice (wstega gérna)
lub sume¢ (wstgga dolna). Schemat blokowy generatora sygnatu SSB-SC dziata-
jacego w oparciu o metode przesuwania fazy jest przedstawiony na rys. 10.19.
Generacje sygnatéw AM-SC w torze synfazowym i kwadraturowym mozna zre-
alizowa¢ za pomocg modulatoréw iloczynowych, natomiast w celu wytworzenia
sygnalu Z(t) nalezy zastosowaé filtr Hilberta. Jak podkreslaliSmy, filtr Hilber-
ta o stalym opdznieniu fazy 7w/2 w calym pasmie pulsacji jest fizycznie niere-
alizowalny. Mozna jednak zrealizowaé pasmowy przesuwnik fazy zapewniajacy
z dobrym przyblizeniem opdznienie fazy o /2 w skoficzonym pasmie sygnatu
modulujacego x(t). Uktad generatora sygnatu SSB-SC dzialajacy wedlug metody
przesuwania fazy jest nazywany modulatorem Hartleya.

Modulator Yo x(f)cosQt

= | zréwnowazony
YpcosQt
Oo—>»9
x(f
°Q>" -/2 <2+ Yssg-sc (1)
(2) )
-7t/2 +-
[0, ] :
" YosinQ¢
Modulator

R Lzrownowazony| y &singr

Rys. 10.19. Generacja sygnatu SSB-SC za pomocg modulatora Hartleya

Niekiedy, w celu uniknigcia trudnoSci w zapewnieniu przez przesuwnik fazy
statego opdZnienia 7/2 w calym pasmie sygnatu modulujacego, faze sygnatu z(t)
przesuwa si¢ przed podaniem na wejScia modulatoréw iloczynowych o warto$é «
w gérnym torze i o warto$¢ 5 w dolnym torze, tak aby o — 3 = /2. Utrzymanie
statej réznicy o — 3 = 7/2 w pasmie sygnalu modulujgcego jest juz tatwiejsze,
niz utrzymanie stalego op6znienia 7 /2. Taka metoda generacji sygnalu SSB-SC
jest nazywana metodq kompensacji fazy.

Jeszcze inna metoda generacji sygnatu SSB-SC jest mefoda Weavera (por. [2],
p- 8.2.2.3). Metoda ta nie wymaga stosowania pasmowych przesuwnikéw fazy,
mozna ja jednak stosowac tylko wtedy, kiedy pasmo sygnatu modulujacego jest
ograniczone od dotu.
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10.4.5. Demodulacja sygnatu SSB-SC

Podobnie jak w przypadku sygnalu AM-SC, demodulacje sygnatu SSB-SC
mozna zrealizowaé za pomoca detektora koherentnego (rys. 10.7). Uktad ten wy-
konuje operacje mnozenia sygnatu SSB-SC przez sygnat fali no$nej generowany
przez lokalny generator odbiornika. W wyniku tej operacji powstaje sygnat

yssp-sc(t) cos Qt = Yp[z(t) cos Qt F &(t) sin Qt] cos Ut =

= Yo[z(t) cos® Qt F &(t) sin Qt cos Q] = (10.74)
1 1
= inx(t) + 53/0[17@) cos 20t F &(t) sin 2Q¢].

Sygnat ten jest sumg sktadowej proporcjonalnej do sygnatu informacyjnego i skfa-
dowej SSB-SC o dwukrotnie wigkszej pulsacji no$nej 2€2. Sktadowa SSB-SC jest
odfiltrowywana za pomocg filtru dolnoprzepustowego RC' i na wyjsciu detektora
otrzymujemy sktadowa informacyjna.

Demodulacja sygnatu SSB-SC za pomocg detektora koherentnego ma omo-
wione wcze$niej wady zwigzane z konieczno$cig dokladnej synchronizacji czesto-
tliwosci i fazy fal noSnych generowanych w nadajniku i odbiorniku. Jak pamieta-
my (por. p. 10.2.5), w przypadku koherentnej demodulacji sygnalu AM-SC staty
btad fazy nie powoduje znieksztalceri sygnatu zdemodulowanego, a jego efek-
tem jest jedynie ttumienie sygnatu. Inaczej przedstawia si¢ sytuacja w przypadku
koherentnej demodulacji sygnalu SSB-SC. Jesli wystepuje blad fazy Ay lokal-
nego generatora fali nosnej, to (przy zalozeniu zerowego bledu czestotliwosci)
w wyniku mnozenia sygnalu odebranego przez t¢ fale otrzymujemy sygnat:

yssp-sc(t) cos(Q + Ap) = Yo[z(t) cos Qt cos(2 + Ap) F

F z(t) sin Qt cos(Qt + Ap)] = (10.75)
Yo SO s
=3 [z(t) cos Ap £+ Z(t) sin Ayp| +

+ ? [(t) cos(2Q2t + Ap) F Z(t) sin(292 + Ayp)] .

Po odfiltrowaniu drugiej sktadowej na wyjSciu demodulatora otrzymujemy sygnat

ya(t) = ? [(t) cos Ap + &(t) sin Ay . (10.76)

Widzimy wigc, ze oprécz sktadowej proporcjonalnej do sygnalu informacyjne-
go sygnatl zdemodulowany zawiera niepozadang skladowg proporcjonalng do jego
transformaty Hilberta. Aby zbadaé jaki efekt wywoluje ta sktadowa w dziedzinie
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widmowej, wyznaczymy widmo sygnalu zdemodulowanego:

Ya(w) = ? [X (w)cos Ap £ (—jsgnw) X (w)sin Ap] =

— EX(LU) eTiAp(sgnw)
2

(10.77)

Wynika stad, ze kazda sktadowa widma sygnatu informacyjnego jest przesuwana
w fazie o stalg warto$¢ Ay. Gdy btad fazy Ay jest maly, wéwczas w przypad-
ku transmisji sygnatu mowy znieksztalcenia fazy nie sg zbyt dokuczliwie. Ucho
ludzkie jest bowiem mato wrazliwe na znieksztalcenia fazowe. Dla wigkszych
wartos$ci bledu Ap wywoluja one efekt glosu Kaczora Donalda. Jesli natomiast
transmitowany jest sygnatl muzyki lub wizyjny, znieksztalcenia te sa nieakcepto-
walne.

Inna metoda demodulacji, wolng od powyzszych wad, ale wymagajaca zasto-
sowania bardziej zlozonego uktadu demodulacyjnego, jest metoda kompensacyj-
na. Uklad dwukanatowego demodulatora kompensacyjnego sygnatu SSB-SC jest
przedstawiony na rys. 10.20.

Gorna wstega

sygnatu x(f) | Modulator Przesuwnik
PiEBSE 0) zZrownowazony fazy a Filtr o x1(7)
YpcosQt bP
o—>9
+
! -7t/2
()
+
7 YpsinQr Filtr o x,(f)
YassB-sc | Modulator | _| Przesuwnik bp
Dolna wstega zréwnowazony fazy B
sygnatu x,(f)

Rys. 10.20. Schemat blokowy dwukanatowego kompensacyjnego demodulatora sygnatu SSB-SC

Uktad ten jest przeznaczony do jednoczesnego odbioru dwdch sygnatéw
SSB-SC yissB-sc(t) i y2ssp-sc(t) o tej samej pulsacji nosnej €2, przy czym pierw-
szy z nich reprezentuje wstege gérng, drugi zas — wstege dolng. Sygnaly modulu-
jace x1(t) i x2(t) tych sygnatléw pochodzg z niezaleznych Zrédet informacji. Oba
sygnaly sg podane na wejScie sumatora. Suma sygnatéw jest mnozona w ukla-
dach modulatoréw iloczynowych przez lokalna fale no$na nieprzesunigta i opdz-
niong o /2. Przesuwniki fazy przesuwajg fazy sygnatéw iloczynowych o war-
tosci « oraz (3, tak aby ich réznica byta réwna /2. Utrzymanie statej rznicy
a — (3 = w/2 zapewnia eliminacj¢ ewentualnych btedéw fazy lokalnego generato-
ra. Sygnaly z wyjs$¢ przesuwnikéw fazowych sg nastgpnie po zsumowaniu i odjgciu
rozdzielone na dwa kanaly i filtrowane za pomocg filtréw dolnoprzepustowych. Na
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wyjsciach tych filtréw otrzymujemy zdemodulowane sygnaly informacyjne z1 (t)
i x2(t). Zasade dziatania dwukanatowego demodulatora kompensacyjnego moz-
na bez trudu wyjasnié, przyjmujac harmoniczne modele sygnatéw modulujacych
i wykonujac kolejne operacje na sygnatach wynikajace ze struktury demodulatora.

10.4.6. Sygnat SSB

W systemie SSB wraz z sygnatem SSB-SC jest przesytany dodatkowy sygnat
fali nosnej o dostatecznie duzym poziomie. Podobnie jak w systemie dwuwste-
gowym AM umozliwia to unikniecie trudnosci z synchronizacjg czgstotliwosci
i fazy lokalnego generatora fali noSnej w odbiorniku.

W przypadku sygnatu SSB funkcja modulujaca ma postac:

m(t) =1+ z(t) £ a(t), (10.78)

przy czym znak ,,4” odpowiada wstedze goérnej, a znak ,,—” wstedze dolne;.
Uwzgledniajac te funkcje we wzorze ogdlnym (10.37) i wydzielajac w nim czg$é

rzeczywista, otrzymujemy postaé rzeczywistg sygnatu SSB:

ysse(t) = Yo[l + x(t) cos Qt F z(t) sin Q]

#(t (10.79)
= Yo/[1 + 22(t)] + #2(t) cos (Qt + arctg l—cili(x)(t)> .
Obwiednia i kgt sygnatu SSB sg wi¢c okre§lone wzorami:
Yssp(t) = Yoo/[1 + 22(8)] + #2(b), (10.80)
T(t
Vs (t) = Qt + arctg — D) (10.81)

14 x(t)’
skad wynika, ze sygnal SSB jest zmodulowany zaréwno amplitudowo, jak i ka-
towo.

Widmo sygnatu SSB rézni si¢ od widma sygnatu SSB-SC (10.71) lub (10.72)
jedynie dwoma dodatkowymi dystrybucjami Diraca w punktach +£2. Szerokos¢
pasma sygnalu SSB jest wi¢c identyczna jak sygnalu SSB-SC i okreslona wzo-
rem Bssg = fm, gdzie f,, jest najwigcksza czestotliwo$cia w widmie sygnatu
modulujacego x(t).

Obecnos$¢ fali nosnej w sygnale SSB umozliwia zastosowanie do jego demo-
dulacji duzo prostszego uktadu detektora obwiedni. System SSB, podobnie jak
system AM, charakteryzuje si¢ jednak niskg sprawnoscia energetyczna. Wiek-
szo$¢ mocy sygnatu SSB jest przenoszona w sktadowej nosne;j.
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10.5. Porownanie systemow modulacji
amplitudy. Modulacja VSB

10.5.1. Zestawienie zalet i wad systeméw modulacji
amplitudy

Zaleta systemu AM-SC jest 100% sprawno$¢ energetyczna. Wadg jest ko-
nieczno$¢ stosowania do demodulacji sygnalu AM-SC detektora koherentnego,
wymagajacego generowania w odbiorniku wysokostabilnej fali nosnej o zsyn-
chronizowanej czgstotliwosci i fazie z czestotliwo$cia i1 fazg fali noSnej nadajnika.
Wada jest takze, cho¢ w mniejszym stopniu, dwukrotnie szersze pasmo w poréw-
naniu z pasmem sygnatéw jednowstegowych oraz dos¢ ztozony uktad modulatora
zréwnowazonego generujacego sygnal AM-SC.

Zaleta systemu AM sg proste uktady generacji (modulator prostownikowy)
i demodulacji (detektor obwiedni). Do wad nalezy niska, zaledwie kilkuprocen-
towa sprawno$¢ energetyczna i dwukrotnie szersze pasmo niz w systemach jed-
nowstegowych.

Do zalet systemu SSB-SC nalezy zaliczy¢ 100% sprawnoS$¢ energetyczng oraz
waskie pasmo. Wadg stanowig natomiast wysokie wymagania co do doktadno-
Sci uktadéw generujacych sygnat SSB-SC bez wzgledu na zastosowang metode
generacji (filtracyjna, przesuwania fazy, kompensacji fazy lub Weavera).

Z kolei wérdd zalet systemu SSB nalezy wymieni¢ waskie pasmo i mozliwo§é
stosowania detektora obwiedni. Wadg jest natomiast niska sprawnos$¢ energety-
czna.

Oprécz dwukrotnie wezszego pasma systemy jednowstegowe majg jeszcze
jedna przewage nad dwuwstegowymi. Sa one bardziej odporne na zjawisko za-
niku selektywnego (ang. fading). Przyczyna tego zjawiska sa odbicia sygnatu od
jonosfery i ziemi podczas jego propagacji od nadajnika do odbiornika, wskutek
czego dociera on do odbiornika r6znymi drogami. W efekcie tego poszczegdl-
ne sktadowe czestotliwo$ciowe sygnatu sg odbierane z réznymi opdZnieniami.
Poniewaz warunki jonosferyczne zmieniajg si¢ przypadkowo, opdZnienia te sg
takze przypadkowe i moga powodowac silne znieksztalcenia fazowe sygnatu. Za-
nik selektywny jest szczegdélnie odczuwalny w zakresie duzych czgstotliwosci
w przypadku transmisji sygnaléw o szerokim pasmie, a wigc sygnaléw fonicz-
nych muzyki i sygnatéw wizyjnych. Sygnat mowy jest stosunkowo mato czuty na
znieksztalcenia wywotane zanikiem selektywnym.
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10.5.2. Systemy z falg noSng wprowadzong w odbiorniku

Prébe potaczenia zalet systeméw modulacji amplitudy bez fali nosnej i z fala
nos$na stanowig systemy z falg noSng wprowadzong po stronie odbiorczej przed
demodulacjg sygnatu. W systemach tych transmitowane sg sygnaly bez fali no-
$nej AM-SC lub SSB-SC, do ktérych w odbiorniku jest dodawana fala nos$na
o dostatecznie duzym poziomie. Zabieg ten umozliwia demodulacj¢ sygnatu ode-
branego za pomocg detektora obwiedni. Pozostaja jednak problemy z zapewnie-
niem synchronizacji czestotliwosci i fazy lokalnej fali no$nej. Mozna wykazacd,
ze znieksztalcenia spowodowane bledami czgstotliwosci i fazy lokalnej fali no-
$nej majg podobny charakter, jak w przypadku koherentnego odbioru sygnatéw
AM-SC i SSB-SC.

Systemy SSB-SC z falg no§na wprowadzong w odbiorniku zachowuja zalety
systeméw SSB-SC, tj. waskie pasmo i 100% sprawno$¢ energetyczng, a ponad-
to umozliwiajg demodulacje sygnatu za pomocg detektora obwiedni, a wiec maja
zalete wlasciwa dla systeméw z fala no$ng. Potaczenie tych zalet decyduje o cze-
stym zastosowaniu modulacji SSB-SC z falg no§na wprowadzong w odbiorniku do
transmisji sygnatu mowy w systemach telefonicznych i radiofonicznych. W przy-
padku sygnatéw o szerokim pas$mie, np. wizyjnych, wystepuja klopoty z generacja
sygnalu SSB-SC. W metodzie filtracyjnej sg one zwigzane z trudnoSciami w re-
alizacji filtru o dostatecznie stromym zboczu charakterystyki, w metodzie przesu-
wania fazy i metodzie kompensacji —z zapewnieniem w szerokim pa$mie statego
przesunigcia fazy, natomiast w metodzie Weavera — ze znacznym stopniem skom-
plikowania modulatora. Ta ostatnia metoda moze by¢ zreszta, jak wspomnieliSmy,
stosowana jedynie w przypadku sygnaléw modulujacych o ograniczonym od dotu
widmie, co wyklucza jej zastosowanie do sygnatéw wizyjnych.

10.5.3. System VSB

Z dokonanego poréwnania amplitudowych systeméw modulacji wynika, ze
zaden z nich nie faczy w sobie zalet systeméw jednowstegowych (waskie pasmo),
systemow bez fali no$nej (100% sprawnos¢ energetyczna) i systeméw z fala nosng
(prostota uktadu demodulacji). Rozwigzaniem kompromisowym jest koncepcja
systemu modulacji VSB z czesciowo sttumiong wstegg boczng (lub ze szczgtkowq
wstegq boczng, od ang. Vestigial Sideband).

W systemie VSB (rys. 10.21) generowany jest najpierw sygnal dwuwstego-
wy bez fali nosnej AM-SC. Sygnat ten jest nastepnie filtrowany za pomocy filtru
Srodkowoprzepustowego o specjalnie dobranej charakterystyce amplitudowo-fazo-
wej H(jw), ktérego zadaniem jest silne, lecz niepelne sttumienie dolnej wstegi
bocznej sygnatu AM-SC. Jesli przez h(t) oznaczymy odpowiedZ impulsowg tego
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filtru, to sygnal VSB mozemy zapisa¢ w postaci:

yvsB(t) = yam-sc(t) * h(t). (10.82)

20| Vst yAMﬁc(t) Filtr | Wse()
AM - SC Hijo)[

Rys. 10.21. Schemat blokowy generatora sygnatu VSB

Prawostronna cze$¢ charakterystyki amplitudowej |H (jw)| filtru jest poka-
zana na rys. 10.22a. Linig przerywana wykres§lono na nim dodatkowo widmo
prawostronne sygnatu AM-SC. Charakterystyka |H (j w)| jest uksztaltowana w ta-
ki sposéb, aby w przedziale pulsacji 2 + w; < w < Q + wy, sktadowe widma
sygnalu AM-SC byly przenoszone bez zmian, tzn. jej warto§¢ w tym przedziale
jest rowna 1. Pulsacja w,, jest najwigkszg pulsacjg widma sygnatu modulujgce-
go, a pulsacja w; okresla szeroko$¢ szczatkowej wstegi bocznej sygnatu VSB.
W zakresie pulsacji 2 — wy, < w < Q — w; charakterystyka filtru jest réwna
zeru, a wiec sktadowe widma sygnatu AM-SC z tego zakresu sg calkowicie sttu-
mione. Natomiast w zakresie pulsacji ) — w; < w < 2 + w; charakterystyka
filtru jest rosnaca, przy czym —co jest warunkiem istotnym — wykazuje symetri¢
nieparzystg wzgledem osi rzednych w punkcie w = €2 odpowiadajacym pulsacji
nosnej, w ktérym przybiera warto$¢ 1/2. Powyzej pulsacji €2+ wy, ksztalt charak-
terystyki moze by¢ dowolny. Warto$¢ pulsacji wy, decydujacej o punkcie odcigcia
Q — w;y wstegi dolnej, jest niewielkim utamkiem (w praktyce kilkanascie pro-
cent) szerokoSci w,,, pasma podstawowego sygnatu modulujacego. W efekcie filtr
przenosi bez zmian wigkszo§¢ wstegi gérnej sygnalu AM-SC (powyzej pulsacji
Q0 + wy), a ponadto malg jej czes¢ w niewielkim stopniu sttumiong (w zakresie
Q < w < O+ wyp) oraz silnie sttumiong szczatkowa wstege dolng (w zakresie
Q—w <w<D).

Na rys. 10.22b—e przedstawiono widmowg interpretacj¢ koncepcji generacji
sygnalu VSB drogg filtracji sygnalu AM-SC. Dla wygody ilustracji przyjeto rze-
czywisty charakter widm. Podkres§lmy, ze warunek nieparzystej symetrii przed-
niego zbocza charakterystyki filtru w przedziale 2 — w; < w < Q + w; jest
kluczowy dla prawidlowej generacji sygnalu VSB. Tylko wéwczas bowiem w wy-
niku koherentnej demodulacji tego sygnatu (przeniesienia jego widma Yysg(w)
do punktu w = 0) nastapi pelna kompensacja szczatkowej czesci wstegi dolnej
sygnalu VSB lezgcej w przedziale 2 — w1 < w < ) 4+ w; ze szczatkowa czescig
jego wstegi gornej lezacg w przedziale —) — w; < w < —Q 4+ wy;. W konse-
kwencji na wyjSciu detektora koherentnego zostanie odzyskane nieznieksztalcone
widmo sygnalu modulujacego.
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Rys. 10.22. Interpretacja koncepcji generacji sygnatu VSB
10.5.4. Generacja sygnalu VSB

Z uwagi na trudnoS$ci w realizacji filtru Srodkowoprzepustowego o opisanych
wyzej wlasciwosciach omdéwiona metoda generacji sygnatu VSB ma znaczenie
jedynie teoretyczne. Koncepcja tej metody jest jednak wykorzystywana w prakty-
ce do generacji sygnatu VSB za pomocg uktadu pokazanego na rys. 10.23. Uktad
ten jest modyfikacja modulatora Hartleya sygnatu SSB-SC z rys. 10.19. Funk-
cje filtru Srodkowoprzepustowego H (jw) przejmuja dwa prostsze do realizacji
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filtry dolnoprzepustowe Hj(jw) i Hg(jw), umieszczone odpowiednio w torze
synfazowym i kwadraturowym modulatora.

= H,(jo) |~ Modulatgr .
zZrownowazony

YocosQt
O—

x(f) /2 j Wss(®)

YosinQt

HQ (jo) Modulator

Lo ; N
Zrownowazony

Rys. 10.23. Modulator sygnalu VSB z modyfikacja skladowej kwadraturowej

Przeanalizujemy warunki, jakie muszga spetniaé filtry dolnoprzepustowe
Hi(jw) i Hg(jw), aby uklad modulatora z rys. 10.23 byt réwnowazny uktadowi
z rys. 10.21. Z dokladnej analizy sygnatu VSB wynika (por. np. [2], p. 8.2.2.7),
ze operacje wykonywane przez filtry dolnoprzepustowe H;(jw) i Hg(jw) na sy-
gnale modulujacym z(t) bedg dawaly ten sam efekt, co operacja wykonywana
przez filtr Srodkowoprzepustowy H (jw) na sygnale AM-SC, jesli ich odpowiedzi
impulsowe beda zwigzane z odpowiedzia impulsowa h(t) filtru H(jw) zalezno-
Sciami:

hy(t) = h(t) cos Q, (10.83)

hgo(t) = —h(t) sin Q. (10.84)
Z twierdzefi o modulacji (3.26) i (3.27) wynika zatem, ze charakterystyki ampli-
tudowo-fazowe filtréw dolnoprzepustowych powinny mieé postacie:

Hi(jw) = 5 [H[j (w = Q)]+ H[j (w + Q)]], (10.85)

1
2

Hoje) = —= [Hlj (&~ )] = H[j (@ +2)]. (10.86)

Rozpatrzmy dokfadniej réwno$é (10.85). Wynika z niej, ze charakterysty-
ka H;(jw) filtru dolnoprzepustowego w torze synfazowym modulatora powstaje
w wyniku przesunigcia charakterystyki H(jw) z rys. 10.22b w lewo o odcinek
) oraz w prawo o ten sam odcinek i zsumowania obu przesuni¢tych czesci ze
wspétczynnikiem 1/2. W wyniku tych przesuni¢é¢ powstaja cztery czesci, z kto-
rych dwie przesuni¢te do punktu w = 0 naloza si¢ na siebie, a dwie pozostale
zostang przesuniete do punktéw +2€). Poniewaz na charakterystyke H (jw) jest
narzucony warunek nieparzystej symetrii wzglgdem rzednych w = £ wokot
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punktu 1/2, zatem w przedziale pulsacji |w| < w; nastgpi petna kompensacja
zboczy obu przesunigtych czgsci. Oznacza to, ze w przedziale |w| < wy,, obej-
mujgcym pasmo sygnalu modulujacego, charakterystyka Hy(jw) powinna byé
stala i réwna 1 (rys. 10.24a):

Hi(jw)=1, |w|<wp. (10.87)

Poza pasmem |w| < wy, charakterystyka H(jw) moze by¢ dowolna. Podobna
analiza prowadzi do wniosku, ze charakterystyka Hq(jw) filtru w torze kwadra-
turowym powinna mieé w pasmie |w| < wy, ksztalt pokazany na rys. 10.24b.
Poza tym pasmem jej ksztalt jest dowolny. Przy spetnieniu tych warunkéw na
wyjSciu modulatora z rys. 10.23 wystepuje sygnat VSB o pozadanym ksztalcie
widma.

a) A (jo) b) A Hy(jo)

1 1
\\ // i
\\ // 3
\l/ '
w12 3
7|\ 3

/ R | ‘ | | -
-0 oN -0p -0 oy W @
-1+

Rys. 10.24. Charakterystyki filtréw dolnoprzepustowych Hr(jw) i Hg(jw) w modulatorze
sygnalu VSB

Zauwazmy, ze jeSli oméwione warunki sg spetnione, filtr Hj(jw) w torze
synfazowym nie zmienia sygnalu modulujacego x(¢), a tym samym nie wptywa
na zmian¢ sktadowej synfazowej w poréwnaniu z modulatorem Hartleya sygna-
tu SSB-SC z rys. 10.19. Sygnat z(t) jest natomiast filtrowany filtrem Hq(jw)
w torze kwadraturowym, a wiec modyfikacji ulega tylko sktadowa kwadraturowa
sygnatu SSB-SC (por. Tabl. 7.1). Zwréémy takze uwage, ze jesli warto$¢ pulsacji
w1, regulujacej szeroko$¢ odcigtego pasma wstegi dolnej, bedzie dazy¢ do zera,
to dolna pulsacja odciecia €2 — w; bedzie zbliza¢ si¢ do pulsacji €2, filtr Hr(jw)
bedzie dazy¢ do filtru wszechprzepustowego, a filtr Hg(jw) —do filtru Hilberta
o charakterystyce — jsgnw. W konsekwencji na wyjsciu modulatora otrzymamy
sygnat SSB-SC. Wynika stad, ze sygnal jednowstegowy SSB-SC mozna traktowad
jako graniczny przypadek sygnatu VSB ze szczatkowa wstega boczng.
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10.5.5. Sygnat telewizyjny

Praktyczne znaczenie modulacji VSB wynika przede wszystkim z faktu, ze
jest ona stosowana do przesylania sygnatu wizji w systemach telewizyjnych po-
wszechnego uzytku. Sygnal wizji jest sygnatem szerokopasmowym, przy czym
udzial skfadowych niskoczgstotliwo$ciowych w jego widmie jest znaczacy. W wa-
runkach polskich pasmo podstawowe sygnalu wizji zajmuje przedzial czestotliwo-
$ci 0+6,5 MHz. W przyblizeniu mozna przyjacé, ze jego gestos¢ widmowa w tym
przedziale jest stata. Wykres idealizowanego widma amplitudowego sygnatu wizji
przedstawiono na rys. 10.25a.

W systemach telewizyjnych powszechnego uzytku dazy si¢ do jak najprost-
szych i tanich rozwigzan uktadowych odbiornika. Narzuca to stosowanie do demo-
dulacji sygnalu odebranego detektora obwiedni. To z kolei wymaga przesylania
w sygnale zmodulowanym dodatkowej fali noSnej, a wigc zastosowania modu-
lacji AM lub SSB. Z drugiej strony pozadane jest, aby sygnal transmitowany
zajmowal w kanale jak najwezsze pasmo. Jesli sygnal wizji bytby transmitowa-
ny w systemie AM, nalezatoby zarezerwowaé w kanale pasmo okoto 13 MHz,
a wiec bardzo szerokie. Z kolei, w kazdym z oméwionych sposobdw generacji
sygnalu SSB wystepujg trudnodci w nieznieksztalconym przekazie skladowych
niskoczestotliwosciowych sygnalu wizyjnego.

Kompromisowym rozwigzaniem, spelniajacym w zadowalajacym stopniu wy-
mienione wymagania, jest zastosowanie systemu modulacji VSB z dodatkowg fala
nos$ng. System ten umozliwia znaczne zmniejszenie pasma sygnatu w poréwna-
niu z systemem AM, a ponadto —dzigki obecnosci fali no$nej — zastosowanie do
demodulacji detektora obwiedni.

Ze wzgledow technicznych, zwigzanych z trudno$ciami realizacji odpowied-
nich filtréw ksztaltujacych sygnat VSB w warunkach duzych wymaganych mo-
cy nadajnika, w rzeczywistych systemach telewizyjnych jest transmitowany nie
w pelni uksztaltowany sygnat VSB. Przykladowe widmo sygnalu transmitowane-
go przy zalozeniu, ze fala no$na sygnatu wizji ma czestotliwosé 150,25 MHz,
jest pokazane na rys. 10.25b. Zawiera ono pelng wstgge gérng sygnatu lezacg
w pasmie 150,25 =+ 156,75 MHz, nieuksztaltowana jeszcze czg$¢ wstegi dol-
nej w pasmie 149,5 = 150,25 MHz oraz prazek fali nosnej wizji o czgstotliwo-
$ci 150,25 MHz. Szeroko$¢ pasma sygnalu zmodulowanego redukuje si¢ zatem
z 13 MHz (w przypadku, gdyby sygnal wizyjny byl zmodulowany w systemie
AM), do okoto 7,25 MHz. Nalezy dodaé, ze w sygnale telewizyjnym obok sy-
gnatu wizji jest transmitowany ponadto niezaleznie sygnat fonii (zmodulowany
w systemie FM). Czgstotliwo§¢ nosna sygnatu fonii jest réwna z reguly cze-
stotliwosci krafica pasma transmitowanego sygnalu wizji, a wiec w omawianym
przypadku réwna 156,75 MHz.

Wiasciwe ksztattowanie przedniego zbocza widma sygnalu VSB za pomo-
ca odpowiednich filtréw nastepuje w odbiorniku przy malym poziomie mocy
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Rys. 10.25. Widmo naturalne sygnatu wizyjnego (a), widmo sygnalu transmitowanego (b) oraz
widmo sygnatu VSB uksztattowane w odbiorniku (c)

sygnatu. Filtry te zapewniajg oméwiona wyzej nieparzysta symetri¢ tego zbo-
cza. Dopiero tak uksztattowany sygnat VSB podlega demodulacji za pomoca de-
tektora obwiedni. Amplituda fali noSnej jest przy tym tlumiona w przyblizeniu
dwukrotnie. Widmo sygnatu VSB uksztaltowanego w odbiorniku jest pokaza-
ne na rys. 10.25c. Wprawdzie detektor obwiedni wprowadza pewne nieliniowe
znieksztalcenia odzyskanej obwiedni, jednak ze wzgledu na cechy statystyczne
sygnalu wizji znieksztalcenia te sg niewielkie.

Stownik

amplituda chwilowa (obwiednia rzeczywista)
modut sygnatu analitycznego reprezentujacego dany sygnat

czestotliwo$¢ chwilowa
pochodna argumentu sygnatu analitycznego reprezentujacego dany sygnat
podzielona przez 2w

drganie uogélnione
reprezentacja sygnatu (okreslona wzgledem ustalonej pulsacji wg) w postaci
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oscylacyjnego sygnatu nieharmonicznego o zmiennych w czasie amplitu-
dzie i fazie, ktérego pulsacja chwilowa oscyluje wokét pulsaciji wy

faza chwilowa
(okreslona wzgledem ustalonej pulsacji wg ) réznica migdzy argumentem
sygnatu analitycznego reprezentujacego dany sygnat i liniowa funkcja czasu
wot

filtr Hilberta (kwadraturowy)
filtr, ktérego odpowiedzig na dany sygnatl wejSciowy jest transformata Hil-
berta tego sygnatu

funkcja modulujaca
funkcja okreslajaca rodzaj modulacji analogowej; iloczyn funkcji moduluja-
cej 1 sygnalu analitycznego fali nos$nej jest rowny sygnatowi analitycznemu
sygnatu zmodulowanego w danym systemie modulacji analogowej

kanal transmisyjny
Srodowisko, w ktérym sygnat jest przekazywany od nadajnika do odbiorni-
ka (np. kabel, wolna przestrzeni lub §wiattowdd)

kat chwilowy
argument sygnatu analitycznego reprezentujacego dany sygnat

modulacja
operacja na sygnale majaca na celu dopasowanie wlasciwosci widmowych
sygnalu do charakterystyki kanatu transmisyjnego, z reguly przenoszgca
widmo sygnalu w zakres wielkich czestotliwo$ci z zachowaniem informa-
cji zawartej w sygnale

modulacja AM
modulacja analogowa dwuwstggowa z fala nosng

modulacja AM-SC
modulacja analogowa dwuwstggowa bez fali nos$nej

modulacja amplitudy
modulacja analogowa, w ktérej w zaleznosci od biezacych wartos$ci sygnatu
informacyjnego uzmienniana jest amplituda harmonicznej fali no$nej

modulacja SSB
modulacja analogowa jednowstegowa z fala nosng

modulacja SSB-SC
modulacja analogowa jednowstegowa bez fali nosnej
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modulacja VSB
modulacja analogowa z cze$ciowo stlumiong wstegg boczng

obwiednia zespolona
funkcja zespolona, ktérej czgScig rzeczywistg jest skladowa synfazowa, cze-
Scig urojong — sktadowa kwadraturowa, a modulem — obwiednia rzeczywista
sygnatu

odbidor superheterodynowy
odbidr sygnaléw zmodulowanych z posSrednia przemiang czestotliwosci;
w wyniku tej przemiany widmo sygnatu odebranego jest przesuwane w od-
biorniku w okolice pewnej ustalonej, zawsze jednakowej czgstotliwosci

przeksztalcenie Hilberta
przeksztalcenie catkowe przyporzadkowujace sygnatowi inny sygnat
(transformate Hilberta)

przemiana czestotliwoSci
operacja wykonywana w odbiorniku polegajaca na przesunigcia czestotliwosci
nosnej sygnatu zmodulowanego do innej czgstotliwosci

przemodulowanie
efekt wystepujacy przy zbyt duzych wartoSciach chwilowych sygnatu mo-
dulujacego w systemie modulacji AM w stosunku do amplitudy fali nos$nej;
objawia si¢ skokowymi zmianami fazy sygnalu AM w punktach przejscia
jego obwiedni przez zera

pulsacja chwilowa
pochodna argumentu sygnalu analitycznego reprezentujacego dany sygnat

skladowe synfazowa i kwadraturowa
sktadowe wolnozmienne begdace czynnikami w rozkladzie sygnatu repre-
zentowanego drganiem uogdllnionym na dwie czgSci zwigzane z szybko-
zmiennymi sktadowymi kosinusoidalng i sinusoidalng; cze¢$¢ rzeczywista
i odpowiednio czg$¢ urojona obwiedni zespolonej sygnatu

sygnal analityczny
reprezentacja sygnatu w postaci sygnatu zespolonego, ktérego czeScig rze-
czywistg jest dany sygnatl, a czescia urojong jego transformata Hilberta

sygnal pilotujacy
sygnal nosny transmitowany dodatkowo wraz z sygnalem zmodulowanym
w niektoérych systemach modulacji

transformata Hilberta
sygnal otrzymany w wyniku przeksztatcenia Hilberta danego sygnatu
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wspoélczynnik glebokosci modulacji
parametr okreslajacy wlasciwosci sygnatléw zmodulowanych amplitudowo

wspolczynnik sprawnosci energetycznej systemu modulacji
wspdlczynnik okreslajacy procentowy udzial mocy sygnatu informacyjnego
w catkowitej mocy sygnalu zmodulowanego

zanik selektywny
zjawisko znieksztalceni fazowych transmitowanego sygnalu spowodowane
jego odbiciami od jonosfery i ziemi podczas transmisji od nadajnika do
odbiornika i docieraniu wskutek tego do odbiornika po réznych drogach

propagacji

Literatura

[1] Haykin S.: Systemy telekomunikacyjne. WKik, Warszawa, 1999.
[2] Szabatin J.: Podstawy teorii sygnatéw. WKikL, Warszawa, wyd. 3, 2000.

297



Lekcja 11

Modulacje analogowe kata

W lekcji 11 oméwimy analogowe modulacje kata PM i FM. Podkreslimy,
ze dzigki rozszerzeniu pasma sygnatu w systemach modulacji kata uzyskuje si¢
wiekszg odporno$¢ sygnalu na zaktécenia w poréwnaniu z systemami modula-
cji amplitudowej. Wprowadzimy podstawowe parametry charakteryzujace sygnaty
zmodulowane katowo: dewiacje¢ fazy (wskaZnik modulacji) oraz dewiacje cze¢sto-
tliwosci. Przedyskutujemy krétko przypadek modulacji waskopasmowych kata.
Doktadniej oméwimy modulacje szerokopasmowe PM i FM. W szczegdélnosci
przedyskutujemy zalezno$¢ szeroko$ci pasma sygnatéw zmodulowanych w obu
systemach od pasma sygnatu modulujacego. Omoéwimy takze zasady generacji i
demodulacji sygnaléw zmodulowanych katowo. Na zakoniczenie dokonamy po-
réwnania systemow modulacji amplitudy z systemami modulacji kata.

11.1. Ogolna charakterystyka systemow
modulacji kata.

11.1.1. Wymiana szerokoS$ci pasma na stosunek
sygnal-szum w systemach modulacji kgta

Modulacje amplitudowe byly pierwszymi znanymi i wdrozonymi w praktyce
systemami modulacji sygnatéw. Stosowane byly do przesylania sygnatéw radio-
wych i telefonicznych. W systemach telefonicznych sa one wykorzystywane po
dzieri dzisiejszy, natomiast w systemach radiofonicznych powszechnego uzytku
stosuje si¢ obecnie przede wszystkim modulacje kata.

Sygnaty zmodulowane katowo zajmuja w kanale transmisyjnym znacznie szer-
sze pasmo w poroéwnaniu z sygnalami zmodulowanymi amplitudowo. Przy niskich
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w pierwszych latach rozwoju radiofonii czgstotliwosSciach no$nych uniemozliwia-
To to przesytanie zbyt wielu sygnatéw zmodulowanych katowo przez jeden kanal.
Nie istniaty woéwczas takze odpowiednie elementy elektroniczne, za pomocg kto-
rych mozna byloby efektywnie generowaé i demodulowaé sygnaty zmodulowane
katowo. Jednak w miar¢ postgpéw technologicznych i przesuwania si¢ czgsto-
tliwosci noSnych w coraz to wyzszy zakres, do transmisji sygnaléw radiowych
zaczgto stosowaé w poczatkach lat trzydziestych ubieglego stulecia modulacje
kata.

Dzigki szerszemu pasmu systemy modulacji kata maja istotng przewage nad
systemami modulacji amplitudy. Przy zalozeniu takiej samej transmitowanej mocy
sygnalu uzytecznego w obu typach systeméw sa one bardziej odporne na szumy
i zakt6cenia. Wlasciwo$¢ ta jest konsekwencja ogdlnego podstawowego prawa
telekomunikacji, zgodnie z ktdrym, przy okreslonych zdolnoSciach transmisyj-
nych kanalu, zwigkszanie pasma zaj¢tego w kanale przez transmitowany sygnat
umozliwia przesylanie go przy mniejszym stosunku sygnat-szum. Oznacza to, ze
przy zadanym poziomie szumoéw, ta sama informacja zawarta w sygnale moze
by¢ przestana przy mniejszej emitowanej mocy sygnatu uzytecznego. Dobierajac
odpowiednie wartosci parametréw sygnalu zmodulowanego katowo, mamy moz-
liwo$¢ regulowania szerokoSci jego pasma i tym samym wplywania na odporno§é
systemu na zaklécenia. Mozliwo$¢ wymiany migdzy szerokoscig pasma a stosun-
kiem sygnal-szum w systemach modulacji kata przesadzita o ich powszechnym
obecnie zastosowaniu do transmisji fonii w systemach radiowych i telewizyjnych.
Podkreslmy, ze w przypadku modulacji amplitudowych kompromis taki nie jest
mozliwy.

11.1.2. Sygnaly PM i FM

W systemach modulacji kata amplituda sygnatu zmodulowanego jest stata
w czasie, a zmianom zaleznym od sygnatu modulujacego ulega tylko kat. Sygnat
zmodulowany katowo mozemy zatem zapisaé w ogdlnej postaci:

y(t) = Yo cos (1), (11.1)

gdzie Yy = const jest amplituda, a ¢(¢) —zmiennym w czasie katem. W zalez-
nosci od sposobu uzmienniania kata (¢) w takt zmian sygnatu modulujacego
rozrézniamy dwa podstawowe rodzaje modulacji katowej: modulacje fazy PM
1 modulacje czgstotliwosci FM.

W przypadku modulacji fazy PM funkcja modulujgca m(t) ma postaé:

m(t) = eFr2®), (11.2)

gdzie k;, > 0 jest parametrem modulacji, a x(¢) — sygnalem modulujacym. Zgod-
nie ze wzorem ogélnym (10.38), sygnat analityczny sygnatu PM jest zatem opi-
sany wzorem:
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skad wynika posta¢ rzeczywista sygnatu PM:
ypm(t) = Yo cos[Qt + kpz(t)]. (11.4)
Amplituda chwilowa sygnalu PM jest wiec stala:
Ypm(t) = Yy = const, (11.5)
a kat chwilowy zmienia si¢ w czasie wedlug zaleznoSci:
Ypm(t) = Qt + kyx(t) . (11.6)

Oznacza to, ze faza chwilowa sygnalu PM (okreslona wzgledem pulsacji nos$nej
(2) jest opisana wzorem ppm(t) = kpx(t), a wigc zmienia si¢ w czasie propor-
cjonalnie do sygnatu modulujacego =(t).

W przypadku modulacji FM funkcja modulujaca m(¢) ma postaé:

m(t) = ks [t dt. (11.7)

gdzie ky > 0 jest parametrem modulacji. Postacie analityczna i rzeczywista sy-
gnalu FM sg zatem okre§lone wzorami:

2m(t) = Yo ks [x(t)dt (jr _ Yool [Qt+ks [ x(t) dt], (11.8)

yem(t) = Yo cos [Qt + ky /x(t) dt] . (11.9)
Wynika stad, ze amplituda chwilowa sygnatu FM jest stalg funkcjg czasu:
Yem(t) = Yy = const, (11.10)

a jego kat chwilowy zmienia si¢ wedtug zaleznoSci:
de(ﬂ._s)t+-kfj/x(w<ﬁ. (11.11)

Faza chwilowa ppm(t) = ky [ x(t) dt sygnatlu FM (okreslona wzgledem pulsacji
nosnej 2) jest zatem proporcjonalna do catki sygnatu modulujacego x(t).
Z podanych zalezno$ci wynika, ze czestotliwo$¢ chwilowa sygnatu PM

1 dl/JpM(t) k‘p dx(t)
t)= ———FF=F+ ——+~ 11.12
feu(t) 20 dt + 2 dt ( )
zmienia si¢ wokot czestotliwo$ci nosnej F' = Q /27 proporcjonalnie do pochodnej
sygnalu modulujacego z(t), a czgstotliwosé chwilowa sygnatlu FM

1 dypm(t k
ﬁMﬂ:%/ﬁf):F+£ﬂﬂ (11.13)
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zmienia si¢ wokodt czestotliwosci nosnej F' proporcjonalnie do sygnatu modulu-
jacego x(t).

Nalezy podkresli¢, ze w obu systemach modulacji kata modulowana jest za-
réwno faza chwilowa, jak i czgstotliwo$¢ chwilowa. Modulacja jednej z tych
wielkosci pocigga za soba modulacje drugiej. R6znica polega na sposobie od-
dziatywania sygnalem modulujagcym na te wielkosci. W przypadku modulacji
PM sygnat modulujacy oddzialywuje bezposrednio na faze chwilowa, ktéra zmie-
nia si¢ proporcjonalnie do tego sygnatu. Natomiast w przypadku modulacji FM
sygnal modulujgcy oddziatywuje bezposrednio na czgstotliwos¢ chwilowg, wywo-
lujac jej proporcjonalne zmiany. Réznica ta sprawia, ze mimo wielu formalnych
podobiefistw systeméw modulacji PM i FM, z punktu widzenia zastosowai tech-
nicznych ich wiasciwosci sq odmienne.

Z poréwnania wzoréw (11.4) i (11.9) wynika, ze sygnal PM zmodulowany
sygnalem z(t) jest réwnowazny sygnalowi FM zmodulowanemu sygnalem po-
chodnej dz(t)/dt, natomiast sygnal FM zmodulowany sygnatem x(t) jest row-
nowazny sygnatowi PM zmodulowanemu sygnatem catki [ z(¢) dt. Modulacje
PM mozna zatem zrealizowaé z wykorzystaniem modulatora FM, podajac na
jego wejscie zrézniczkowany sygnat modulujacy, a modulacje FM mozna zreali-
zowaé z wykorzystaniem modulatora PM, podajac na jego wejscie scalkowany
sygnal modulujacy (rys. 11.1).

dx(7)
x(1) Uktad ds Modulator Yo ()
rozniczkujqcy FM
x(1) Uktad f x(n)de Modulator Y (1)
catkujqcy PM

Rys. 11.1. Realizacja modulatora PM za pomocg modulatora FM i uktadu rézniczkujacego (a) oraz
realizacja modulatora FM za pomocg modulatora PM 1 uktadu catkujacego (b)

Podobieristwa migdzy systemami PM i FM sprawiaja, ze analiza formalna
wlasciwosci obu rodzajéw sygnatéw zmodulowanych katowo, a wigc ich widm,
szeroko$ci pasma, sprawnosci energetycznej, a takze metod modulacji i demodu-
lacji, przebiega podobnie. Wystarczy oméwi¢ dokladnie jeden z tych systeméw
i wskaza¢ na wystgpujace réznice. Z tego wzgledu oméwimy dalej doktadnie
jedynie system PM (punkty E-L), a w ostatnim punkcie (punkt M) dokonamy ob-
szernego poréwnania obu systeméw. Mimo ze w praktyce czesciej stosowana jest
modulacja FM, wybér systemu PM zostal tu podyktowany nieco prostsza postacia
odpowiednich zaleznoSci.
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11.1.3. Dewiacja fazy i dewiacja czestotliwoSci

Podstawowymi parametrami sygnaléw zmodulowanych katowo okreSlajacy-
mi ich wlasciwosci widmowe sa dewiacja fazy Ay, oraz dewiacja czgstotliwosci
AF.

Definicja 11.1. Dewiacjq fazy sygnatu zmodulowanego katowo nazywamy mak-
symalng bezwzgledng wartos$¢ jego fazy chwilowej lub rownowaznie, maksymalng
bezwzgledna odchyltke jego kata chwilowego od liniowej zmiany tego kata:

Ap = |o(t)|max = [¥(t) — U|max - (11.14)

Dewiacja fazy jest nazywana takze wskaZnikiem lub indeksem modulacji i ozna-
czana (3.

Definicja 11.2. Dewiacjg czestotliwosci sygnatu zmodulowanego katowo nazy-
wamy maksymalng bezwzgledna odchyltke jego czestotliwosci chwilowej od cze-
stotliwo$ci nosnej:

Af = |f(t) - F|max- (11.15)

Z definicji 11.1 oraz wzoréw (11.6) i (11.11) wynika, ze wskaZniki modulacji
sygnaléw PM i FM sg okre§lone wzorami:

A(ppM £ ﬁPM = k:p|x(t)|max, (11.16)

Appm = B = ky ‘/x(t) dt (11.17)

max
Tak wigc wskaznik modulacji sygnatu PM jest proporcjonalny do maksymalnej
bezwzglednej wartoSci sygnalu modulujacego, a wskaznik modulacji sygnatu FM
jest proporcjonalny do maksymalnej bezwzglednej wartosci catki sygnatu modu-
lujacego.

Z kolei z definicji 11.2 i wzoréw (11.12) i (11.13) wynika, ze dewiacje cze-
stotliwosci sygnatéw PM i1 FM sg okreSlone wzorami:

k| da(t)
Afpm = o | " max, (11.18)
kg
Afent = 55 12()] - (11.19)

Wynika stad, ze dewiacja cz¢stotliwosci sygnatu PM jest proporcjonalna do mak-
symalnej bezwzglednej wartosci pochodnej sygnalu modulujgcego, a dewiacja
czestotliwos$ci sygnatu FM jest proporcjonalna do maksymalnej bezwzglednej
wartosci sygnatu modulujgcego.

W praktycznych systemach PM i FM jest spetniony warunek F' > Af. Cze-
stotliwo$¢ chwilowa odchyla si¢ zatem niewiele od czestotliwosci nos$nej. Ale
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nawet w ramach tych niewielkich odchyleri ich zakres ma decydujacy wplyw
na charakter sygnalu zmodulowanego. Na warto$¢ dewiacji czestotliwo$ci mozna
wplywaé przez dobdér parametru k, (w przypadku modulacji PM) lub parametru
ks (w przypadku modulacji FM). Jesli wartoSci tych wspotczynnikéw sg tak do-
brane, ze wskaznik modulacji § danego systemu, okreslony wzorem (11.16) lub
(11.17), spetnia warunek 3 < 1, modulacje nazywamy wgskopasmowq . . . Jesli
warunek ten nie jest spetniony, modulacj¢ nazywamy szerokopasmowq .

11.1.4. Sygnat waskopasmowy PM

W przypadku waskopasmowej modulacji PM wskaZznik modulacji fpy =
Ep|z(t)|max < 1. Funkcje modulujaca (11.2) mozna wéwczas przyblizy¢ dwo-
ma pierwszymi wyrazami jej rozwinigcia w szereg potegowy m(t) = elfrz(t)
1+jkpz(t). W konsekwencji wzory (11.3) i (11.4) przybieraja nastgpujace przy-
blizone postacie:

zpm(t) = Yo [1+ j kpa(t)] &Y, (11.20)

ypm(t) =~ Yy cos Qt — Yokpa(t) sin Qt . (11.21)

Zauwazmy, ze struktura wzoru (11.21), opisujacego sygnal PM w przypadku
matych wartos$ci wskaZnika modulacji, jest identyczna, jak wzoru (10.51) opisu-
jacego sygnal AM. Oba sygnaly réznig si¢ jedynie fazg wsteg bocznych. Wynika
stad, ze dla matych wartoSci wskaznika [py szerokos¢ pasma sygnatu PM jest
réwna w przyblizeniu szeroko$ci pasma sygnalu AM i okre§lona wzorem:

Bom & 2fm, (11.22)

gdzie f,, jest maksymalng czestotliwoscig widma sygnalu modulujacego. Jest to
pasmo waskie, co uzasadnia nazwe tego typu modulacji.

Mimo wyraznych podobiefistw modulacja waskopasmowa PM i modulacja
AM réz7nig sie jednak w istotny sposéb. W przeciwiefistwie do modulacji AM mo-
dulacja waskopasmowa PM nalezy do tzw. modulacji kwadraturowych (por. [3],
p. 4.3.4-B)

11.2. Modulacja szerokopasmowa PM

11.2.1. Sygnat szerokopasmowy PM. Przypadek
modulacji jednym tonem

Modulacja waskopasmowa PM nie znajduje szerszego zastosowania w prakty-
ce. Dla matych warto$ci wskaznika modulacji Spy nie uzyskujemy bowiem efektu
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rozszerzenia pasma w stosunku do sygnalu AM i tym samym zwi¢kszenia od-
pornosci sygnatu PM na zakltdcenia. Efekt ten wystepuje dopiero dla dostatecznie
duzych warto$ci wskaznika modulacji.

W przypadku ogélnym, tj. przy zalozeniu dowolnego sygnalu modulujacego
x(t), petna analiza sygnalu szerokopasmowego PM jest bardzo zlozona. Wy-
starczajgcy poglad na strukturg czasowa i czestotliwoSciowq sygnatu szerokopa-
smowego PM mozna jednak uzyskaé rozpatrujac przypadki modulacji jednym
i dwoma tonami.

Zatézmy, ze w systemie PM fale no$ng modulujemy sygnatem harmonicz-
nym z(t) = Xg sinwpt o pulsacji wy < 2. Sygnat zmodulowany (11.4) przybiera
woéwczas postac:

ypm(t) = Yo cos (Ut + k, Xo sinwot) . (11.23)

Kat chwilowy i czestotliwo$¢ chwilowa sygnalu PM zmodulowanego jednym to-
nem zmieniajg si¢ zatem w czasie zgodnie z zaleznoSciami:

1/JPM(t) =0t + kpX() sin wot, (11.24)
1 d?,ZJPM(t) kpXowO
t)y=—— - =F+ ——— t=
fomt) = 5= Ty oo (11.25)
=F+ kpXofo COS wot .

Wynika stad, ze wskaznik modulacji i dewiacja czestotliwosci sg okreslone wzo-
rami:

Bem = kpXo, (11.26)

Afem = kpXofo = Bemfo - (11.27)

Przy ustalonych wartoSciach parametru k), i amplitudy sygnatu modulujacego Xo
wskaznik modulacji Opy sygnatu PM zmodulowanego jednym tonem jest wielko-
Scig stala, niezalezng od czgstotliwosci fy sygnatu modulujacego, natomiast jego
dewiacja czestotliwo$ci A fpy wzrasta proporcjonalnie ze wzrostem czestotliwo-
Sci fo.

11.2.2. Widmo sygnatu PM zmodulowanego jednym
tonem
Sygnat analityczny (11.3) sygnatu PM w przypadku modulacji jednym tonem
przybiera posta¢ (dla wygody pomijamy indeks PM w oznaczeniu wskaZnika mo-
dulacji):

ZPM(t) =Y, ej[Qt—i—kpXo sinwot] _ }/E)ej[ﬂt+ﬁ8inw0t] _ Ybejﬁsinwot eth . (11.28)

304



11.2. Modulacja szerokopasmowa PM 305

Poniewaz funkcja e? 51«0t wystepujaca we wzorze (11.28) jest funkcja okresowa
o okresie Ty = 2m/wy, mozna jg rozwing¢ w zespolony szereg Fouriera (2.57)
o wspblczynnikach (2.58). W analizie matematycznej dowodzi sig¢, ze k-ty wspot-
czynnik tego szeregu jest wartoscig funkcji Bessela Ji(x) pierwszego rodzaju
i k-tego rzedu w punkcie x rownym wartosci wskaznika modulacji 3. Zespolony
szereg Fouriera funkcji /25«0t ma zatem postaé:

elfsineol — N 1 (8) et (11.29)

k=—o0

gdzie funkcje Bessela sa okres§lone wzorem:

J(z) = i(—l)"w. (11.30)
= nl(n + k)!

Uwzgledniajac szereg (11.29) we wzorze (11.28), otrzymujemy:

zem(t) =Yoo Y Ju(B) ™0t =¥y > Jp(B) @R (11.31)

k=—o00 k=—o00

a po przejsciu do postaci rzeczywistej:

ypm(t) = Yo Y Ji(3) cos(Q + kuwo)t . (11.32)

k=—o00

Poniewaz dla funkcji Bessela (11.30) zachodzg réwnosci: Ji(3) = J_i(5) dla
k parzystych oraz Ji(3) = —J_(5) dla k nieparzystych, wz6r (11.32) mozna
zapisa¢ w rownowaznej rozwinigtej postaci:

ypm(t) = Y'O{Jo(ﬁ) cos Qt + J1(5) [cos(2 + wp)t — cos(Q — wp)t] +
+ J2(B) [cos(2 + 2wp)t + cos(2 — 2wp)t] +

+ J3(0) [cos(£2 4 3wp)t — cos(2 — 3wo)t] .. } .

(11.33)
Ze wzoru (11.33) wynika wprost struktura czasowa i cz¢stotliwoSciowa sy-
gnalu PM zmodulowanego jednym tonem. Sygnal ten jest nieskoiiczong suma
sygnaléw harmonicznych o dyskretnych pulsacjach Q2 & kwg, & = 0,1, .. ., zawie-
rajaca fale nosna o pulsacji {2 oraz nieskoniczong liczbe par fal bocznych o pul-
sacjach sumacyjnych i réznicowych €2 £ kwg, k = 1,2, ... Amplituda fali no$nej
jest okreslona przez warto$¢ Jy(3) funkcji Bessela zerowego rzgdu w punkcie
B, za$ amplitudy k-tej pary fal bocznych przez wartosci Jy(/3) funkcji Bessela
rzedu k£ w punkcie [, przy czym dla parzystych k fazy fal bocznych sg zgodne,
a dla nieparzystych k — przeciwne.
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Ze struktury czasowej sygnatu PM zmodulowanego jednym tonem wynika
prazkowy charakter jego widma. Widmo amplitudowe sygnalu PM o sklada si¢
z prazkéw nos$nych w punktach £, wokoét ktérych wystepuje nieskonczona licz-
ba par pragzkéw bocznych w punktach +(€ + kwy), przy czym dla ustalonego k
prazki boczne maja jednakowa wysokos¢. Uktad tych prazkéw, a zarazem udziat
poszczegblnych sktadowych harmonicznych w strukturze sygnatu PM, zalezy sil-
nie od wartoSci wskaznika modulacji 3. Na rys. 11.2 pokazano przyktadowe
prawostronne widma amplitudowe sygnalu PM zmodulowanego jednym tonem
dla kilku wartoSci wskaznika modulacji 5 i ustalonych wartosci pulsacji no$nej
Q) 1 pulsacji modulujacej wy.

A [Yom ()|

A [Yom (@) |
=5

H.1I||.l{1}l‘||lt.;

Rys. 11.2. Unormowane prawostronne widma amplitudowe sygnatlu PM zmodulowanego jednym
tonem dla réznych wartosci wskaznika modulacji 3

11.2.3. Szerokos¢ pasma sygnalu PM zmodulowanego
jednym tonem

Ze wzoru (11.33) wynika, ze sygnal PM ma teoretycznie pasmo nieograni-
czone. Z doktadnej analizy, uwzgledniajacej wlasciwosci funkcji Bessela, wynika
jednak, ze prawie cala moc sygnalu PM jest zawarta w pa§mie ograniczonym.
Dla zastosowan praktycznych wazne znaczenie ma oszacowanie szerokosci tego
pasma w zaleznosci od warto$ci wskaznika modulacji (.

Wykresy funkcji Bessela kilku pierwszych rzedéw dla dodatnich wartosci
zmiennej 3 sg pokazane na rys. 11.3. Wszystkie funkcje Bessela, poza funkcja
zerowego rzedu, przybierajg w punkcie § = 0 warto$¢ réwng zeru, przy czym im
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rzad funkcji jest wyzszy, tym dluzszy jest odcinek w otoczeniu punktu § = 0,
w ktérym warto$ci funkcji sa bardzo mate (po ktérym funkcja ,,odrywa si¢” od
osi odcietych). Dla 3 < 0,1 znaczace warto$ci maja tylko funkcje rzedu zero-
wego i pierwszego. Wynika stad, ze sygnal PM zawiera w tym przypadku tylko
sktadowg nosna i jedng parg sktadowych bocznych o pulsacjach Q2 +wy. Pozostate
sktadowe boczne sg pomijalne. Przypadek ten odpowiada modulacji waskopasmo-
wej PM.
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Rys. 11.3. Funkcje Bessela pierwszego rodzaju

Dla wigkszych wartos$ci 3 znaczace wartosci przybierajg takze funkcje Bes-
sela wyzszych rzedow, ale dla kazdego (5 mozna znaleZ¢ takie K, ze dla k > K
warto$ci te mozna uzna¢ za nieznaczace. Na przyklad, dla § = 3 mamy
(por. rys. 11.2b): Jy(3) = —0,2601, J1(3) = 0,3391, J2(3) = 0,4861, J3(3) =
0,3091, J4(3) = 0,1320, J5(3) = 0,0430, Js(3) = 0,0114, J7(3) = 0,0025,
Js(3) = 0,0005, ... Dalsze wartosci sa jeszcze mniejsze i bardzo szybko maleja
ze wzrostem rzedu k. Oznacza to, ze dla rzedéw k£ wigkszych od pewnej liczby
K, ustalonej na podstawie okreslonego kryterium, prazki boczne widma sygnatu
PM zmodulowanego jednym tonem sa na tyle mate, Ze mozna je pominaé. Jezeli
za nieznaczace przyjmiemy wartosci funkcji Bessela mniejsze od 0,1 (co ozna-
cza, jak dalej pokazemy, ze moc wznoszona przez dang fale boczng do mocy
calego sygnatu PM jest mniejsza niz 1%), to dla 3 = 3 za pomijalne uznajemy
wszystkie fale boczne o pulsacjach €2 + kwy, takich ze k > 4. Jesli przyjmie-
my bardziej ostre kryterium i bedziemy uznawa¢ za nieznaczace wartoSci funkcji
Bessela mniejsze od 0,01 (co odpowiada 0,1% mocy wnoszonej), to za pomijalne
uwazamy fale boczne o pulsacjach Q + kwg, gdzie k > 7.
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W praktyce, w celu oszacowania efektywnej szeroko$ci pasma sygnatu PM
zmodulowanego jednym tonem, przyjmuje si¢ jeszcze ostrzejsze kryterium oparte
na stosunku sumarycznej mocy wnoszonej przez fal¢ no$ng oraz przez pierwszych
K znaczacych par fal bocznych do mocy calego sygnatu. Za znaczace uwaza si¢
te fale, ktérych sumaryczna moc przekroczy 99% mocy catkowite;j.

Ze wzoru (11.33) wynika, Ze moce wnoszone przez kazda pare fal bocznych
WYynoszg YO2J,§(5). Calkowita moc sygnalu PM zmodulowanego jednym tonem
jest wiec okreSlona wzorem:

1
Py:§ o2

o
J2(3) +2ZJ,§(6)] . (11.34)
k=1
Poniewaz z teorii funkcji Bessela wiadomo, ze dla kazdego (3
oo
T8 +2) Ji(B) =1,
k=1
zatem calkowita moc sygnatu PM wynosi:

1
P, = 51/02 (11.35)

i jest rowna mocy niezmodulowanej fali nosnej. Z uwagi na stato$¢ w czasie
amplitudy chwilowej sygnalu PM wyniku tego mozna bylo si¢ intuicyjnie spo-
dziewac. Tak wigc, jesli przyjmiemy kryterium 99% mocy sumarycznej, to liczbg
znaczacych par fal bocznych przy ustalonej wartosci wskaznika modulacji § wy-
znaczamy jako najmniejszg liczbe K spetniajaca nieréwnosc:

K
JHB) +2Y " JEB) > 0,99. (11.36)
k=1

Na podstawie analizy numerycznej nieréwnosci (11.36) na rys. 11.4 wykre§lono
w skali logarytmicznej zalezno$¢ K (3). Dodatkowo na rysunku tym wykreslono
prostg (3 + 1. Jak widzimy, dla 5 > 0,7 wyznaczone punkty K ((3) leza prawie
doktadnie na prostej 5 + 1. Wnioskujemy stad, ze jesli tylko 5 > 0,7, to przy
przyjetym kryterium za znaczace prazki mozemy uznaé prazki zawarte w pa-
$Smie Q@ — (B4 Dwp < w < Q+ (8 + 1wy, gdzie wy jest pulsacjg sygnatu
modulujgcego. Szerokosé tego pasma wynosi 2(5 + 1)wq 1 ro$nie ze wzrostem (3
(por. rys. 11.2). Efektywng szerokos$¢ pasma sygnalu PM zmodulowanego jednym
tonem (wyrazong w hercach) mozemy zatem obliczy¢é w przyblizeniu ze wzoru:

W przypadku, gdy warto$¢ wskaznika modulacji Opy jest dostatecznie du-
za (umownie przyjmuje si¢ Opy > 10), szeroko$¢ pasma sygnatu PM mozna
obliczaé ze wzoru:

Bpm =~ 28pm fo - (11.38)
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Rys. 11.4. Logarytmiczny wykres zaleznosci liczby K znaczacych par fal bocznych sygnatu PM
zmodulowanego jednym tonem w funkcji wskaznika modulacji 3

Poniewaz wskaznik modulacji Gpym jest dla modulacji PM jednym tonem sta-
1y, niezalezny od czgstotliwosci fy sygnalu modulujacego (por. wzér (11.26)),
zatem szeroko$¢ pasma sygnalu PM ros$nie proporcjonalnie ze wzrostem tej cze-
stotliwosci. Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych wartosci wskaznika modulacji
szeroko$¢ pasma sygnatu PM jest w przyblizeniu [py-krotnie wieksza od szero-
koSci pasma sygnalu AM zmodulowanego tym samym sygnatem. Doktadniejsza
analiz¢ zaleznoS$ci szerokoSci pasma sygnatu PM od czgstotliwosci sygnatu mo-
dulujacego mozna znalezé w [2], p. 8.2.3.1.

11.2.4. Sprawnos¢ energetyczna systemu PM

Z wykresu funkcji Bessela rzedu zerowego (rys. 11.3) wynika, ze dla pew-
nych wartosci wskaznika modulacji 5 funkcja ta przybiera wartosci réwne zeru.
Kilka pierwszych takich warto$ci [3; podano w tablicy 11.1. Poniewaz funkcja
Bessela rzedu zerowego okresla amplitude fali nos$nej, wynika stad, ze dla po-
danych w tablicy warto$ci 3; w sygnale PM zmodulowanym jednym tonem nie
wystgpi fala nosna. Sprawno$¢ energetyczna modulacji PM (rozumiana w sensie
definicji (10.59)) jest zatem dla tych wartoSci wskazZnika modulacji réwna 100%.

Dla warto$ci 3 réznych od podanych w tablicy sprawno$¢ energetyczna modu-
lacji PM jest oczywisScie mniejsza od 100%. Z doktadnej analizy wynika jednak,
ze jesli tylko 8 > 2, sprawno$¢ energetyczna systeméw PM (a takze FM) jest
wysoka i duzo wigksza niz systemu AM. Pod tym wzgledem systemy modulacji
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Tablica 11.1. Pierwiastki réwnania Jo(3) = 0

i 1 2 3 4 5 6
Bi | 2,405 | 5,520 | 8,654 | 11,792 | 14,931 | 18,071

kata maja wyraZzng przewagg. Wykres sprawnosci energetycznej systemu modu-
lacji PM przy zalozeniu modulacji jednym tonem w zalezno$ci od wskaZnika
modulacji 3 przedstawiono na rys. 11.5.

Ax=p,ip, 100%

i Vasas
60 /
o

0 :

2 4 6 8 10 12 g4

Rys. 11.5. Sprawno$¢ energetyczna systemu PM w przypadku modulacji jednym tonem
w funkcji wskaznika modulacji 3

11.2.5. Przypadek modulacji dwoma tonami

Zatézmy teraz, ze fala no$na jest zmodulowana w systemie PM sygnalem
x(t) = Xy sinwit + Xo sinwoat, wy # we. Sygnat zmodulowany przybiera w tym
przypadku postac:

ypm(t) = Yo cos(2t + (1 sinwit + P sinwat), (11.39)

gdzie przez B = kX1 i1 f2 = kp X2 oznaczono wskazniki modulacji okreslo-
ne osobno dla obu sktadowych modulujacych. Sygnat analityczny sygnatu (11.39)
jest okreslony wzorem:

ZPM(t) =Y ej[Qt—‘rﬁl sinwit+B2 sinwat] _ Yo ejﬁ1 sinwit ejﬂz sinwat eth . (11.40)
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Korzystajac z rozwinigé funkcji el151nwit oraz elf2sinw2t w zespolony szereg
Fouriera (11.29), przeksztalcimy ten wzér do postaci:

> Jk(ﬁl)e”w] [Z Jl(ﬁ2)ejlw2t] oI
(11.41)

zpMm(t) = Yo

k=—00 l=—o00
00

=Y Z Z Ji(B1)J)(Bg) &S Thewtlwa)t

k=—o00l=—00

Powracajac do zapisu rzeczywistego, otrzymujemy:

o0

yem(t) = Yo Y Y Jil(B1)Ji(B2) cos(Q+ kwy + lwy)t (11.42)

k=—o00l=—00

Ze wzoru (11.42) wynika, ze sygnal PM zmodulowany dwoma tonami zawie-
ra nie tylko falg¢ no$na o pulsacji 2 ( k,[ = 0) i fale boczne o pulsacjach Q % kw;
i Q4+ lws, kIl =1,2,..., zwigzane z modulacjag wlasng tonami w; i ws, ale
réowniez fale boczne o pulsacjach skrosnych 0 + kwy £+ lwo, k,1=1,2,... Am-
plitudy poszczegdlnych fal bocznych sg przy tym okreslone iloczynami wartoSci
funkcji Bessela w punktach 1 i (. W przypadku modulacji wieloma tona-
mi efekt modulacji skrosnej potgguje si¢, a sygnal zmodulowany bedzie zawie-
ra¢ fale boczne o pulsacjach bedacych wszystkimi kombinacjami liniowymi typu
Q=+ kwy +lws +mws £ .. .. Efekt modulacji skro$nej wystepuje oczywiscie tak-
ze w przypadku modulacji sygnatem o widmie cigglym, z tym ze ma on wowczas
charakter ciagly.

Nalezy podkresli¢, ze w przypadku modulacji AM wieloma tonami efekt mo-
dulacji skro$nej nie wystepuje. Sygnat ten zawiera bowiem tylko falg nos$ng i pary
fal bocznych o pulsacjach €2 4wy, gdzie wy sg pulsacjami poszczeg6lnych tonéw.
Wynika stad, ze widma sygnaléw PM (a takze sygnatéw FM) maja w poréwnaniu
z widmami sygnatléw AM strukture znacznie bogatsza i urozmaicona.

Ze wzgledu na efekt modulacji skro$nej modulacje katowe, w odréznieniu od
modulacji amplitudowych, sg nazywane modulacjami typu nieliniowego. Pojecia
tego nie nalezy oczywiscie myli¢ z charakterem samej operacji modulacji, ktéra
zaréwno w przypadku modulacji katowych, jak i amplitudowych, jest w swojej
istocie operacjg nieliniows.

11.2.6. Efektywna szerokos¢ pasma sygnatlu PM
zmodulowanego dowolnym sygnatem

Oszacowanie szeroko$ci pasma zajmowanego przez sygnal PM w przypadku
modulacji dowolnym sygnatem jest skomplikowane. Wzorowac si¢ tu mozna na
analizie widma sygnatu zmodulowanego jednym i dwoma tonami. Z uogélnienia
tej analizy, popartej wynikami pomiaréw doswiadczalnych, wynika, iz dla warto-
Sci wskaznika modulacji 8 > 0,7 dobre oszacowanie szerokosci pasma sygnalu
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PM stanowi najczgSciej stosowany w tym celu wzor Carsona:

Bpm ~ 2(Bem + 1) fim, (11.43)

w ktérym f,, oznacza najwicksza czestotliwo$¢ widma sygnalu modulujacego.
W przypadku dostatecznie duzych warto$ci wskaznika modulacji (Gpy > 10)
mozna przyjaé oszacowanie:

BpM ~ 2ﬂPMfm . (1144)

Oszacowania (11.43) i (11.44) sa uvogdlnieniami oszacowan (11.37) (11.38)
dla przypadku modulacji jednym tonem. Podobnie jak w tamtym przypadku, ze
wzgledu na stala warto$¢ wskazZnika (py, szeroko$¢ pasma sygnatu PM rosnie
proporcjonalnie do maksymalnej czgstotliwosci f,,, widma sygnalu modulujgce-
go. Z poréwnania wzoréw (10.54) i (11.44) wynika, ze do przestania sygnatu
PM wymagane jest pasmo w przyblizeniu Opy-krotnie wicksze niz w przypadku
sygnalu AM zmodulowanego tym samym sygnatem.

Zalezno$¢ szerokoSci pasma sygnatu PM od szerokosci pasma sygnalu modu-
lujacego stanowi istotng wade modulacji PM. Powoduje ona, ze w praktycznych
zastosowaniach preferowana jest modulacja FM. Do kwestii tej powrdcimy jesz-
cze w p. 11.3.3.

11.3. Generacja i demodulacja
sygnalow zmodulowanych katowo

11.3.1. Generacja sygnalu PM

Pierwszg historycznie metoda generacji sygnatu PM byla metoda zapropono-
wana na poczatku lat trzydziestych ubieglego stulecia przez Armstronga. Koncep-
cja Armstronga polega na wytworzeniu szerokopasmowego sygnatu PM p. 11.1.4
z waskopasmowego sygnalu PM przez odpowiednie przesunigcie widma sygna-
Tu waskopasmowego w zakres dostatecznie duzych czgstotliwosci, tak aby wraz
z przesuni¢ciem widma nastepowato rozszerzenie jego pasma.

Wytworzenie waskopasmowego sygnalu PM nie nastrecza trudnosci. Nalezy
w tym celu wykonaé operacje wynikajace ze wzoru (11.21) stosujac np. genera-
tor Hartleya (rys. 10.19). Natomiast przesuni¢cie widma mozna zrealizowaé za
pomoca ukladu nieliniowego o charakterystyce potegowej ywy(t) = a[ywe(t)]”,
gdzie n jest dostatecznie duze. Rozwazmy przypadek n = 2, tj. uktad podnoszacy
do kwadratu. Jezeli na wejscie tego ukifadu podamy waskopasmowy sygnat PM
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Ywe(t) = Yo cos[Qt + kpx(t)] o malej wartoSci parametru k,, to na wyjsciu wy-
stapi sygnat yyy(t) = (a/2)YF{1 + cos[2Qt + 2k,z(¢)]}. Po usunigciu sktadowej
stalej otrzymujemy sygnat PM o dwukrotnie wigkszej pulsacji nosnej i dwukrot-
nie wickszym wskaZniku modulacji (por. wzdér (11.16)). W ogélnym przypadku,
gdy ukfad nieliniowy jest opisany charakterystyka potggowa rzedu n, po odfil-
trowaniu zbednych sktadowych otrzymamy sygnat o n krotnie wigekszej pulsacji
nosnej i n krotnie wickszym wskazniku modulacji. Dobierajac odpowiednio war-
tosci parametrow € i k, sygnatu waskopasmowego PM i rzad n charakterystyki
elementu nieliniowego, mozna uzyska¢ sygnal szerokopasmowy PM o zgdanym
wskaZniku modulacji, a wiec zalozonej szerokosci pasma. Schemat blokowy mo-
dulatora Armstronga przedstawiono na rys. 11.6.

Modulator sygnalu PM pracujacy wedlug metody Armstronga jest uktadem
do$¢ ztozonym i wymaga zastosowania bardzo dokladnych elementéw sklado-
wych, zwlaszcza doboru odpowiedniej charakterystyki elementu nieliniowego. Ze
wzgledu na to, Ze w metodzie Armstronga jest wytwarzany najpierw waskopa-
smowy sygnal PM, jest ona nazywana metodg poSrednig generacji sygnalu PM.

Sygnat PM Sygnat Sygnat PM
waskopasmowy powielony szerokopasmowy
x(0) | Modulator PM Powielacz ____|Fitr srodkowo- Yom(0)
O—— . ;. —»—0
waskopasmowy czestotliwosci przepustowy

i Yycos 2t

Rys. 11.6. Schemat blokowy szerokopasmowego modulatora PM Armstronga

Alternatywna metodg generacji szerokopasmowego sygnalu PM jest zasto-
sowanie diody pojemnosciowej oraz oscylatora sterowanego napi¢ciem zwanego
oscylatorem VCO (ang. Voltage Controlled Oscillator). Oscylator VCO jest gene-
ratorem drgan harmonicznych, ktérych czgstotliwo$¢ jest zmieniana w odpowiedni
spos6b w zaleznoS$ci od biezacych wartosci sygnalu modulujacego. Zasade jego
dziatania mozna wyjasni¢, odwotujac si¢ do zwyklego generatora sygnatu harmo-
nicznego o statej pulsacji drga. W przypadku, gdy generatorem takim jest np.
ukiad tréjnikowy Hartleya, zawierajacy dwie indukcyjnosci Ly i Lo oraz pojem-
nos¢ C' (por. np. [4], p. 10.3.2), pulsacja generowanego sygnalu harmonicznego
jest okreslona wzorem Q = 1//(Li + L2)C = 1/V/LC, L & L + Ls. Przy
ustalonych wartos$ciach elementdw L, Lo, C' pulsacja ta jest stala. Jesli teraz je-
den z elementéw, np. pojemnosé C', bedzie zmieniaé si¢ w czasie wedlug pewnej
funkcji C' = C(t), to takze pulsacja generowanych drgari bedzie ulega¢ zmia-
nom w czasie. Zmiany pulsacji chwilowej drgaii oscylatora sg wowczas opisane
wzorem:

1

Q(t):\/ﬁ.

Z drugiej strony, jak wynika ze wzoru (11.12), pulsacja chwilowa sygnatu
PM powinna zmienia¢ si¢ wokoét pulsacji nos$nej €2 proporcjonalnie do pochodne;j

(11.45)
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sygnatu modulujacego:

dx(t)

Qem(t) = Q2+ by

(11.46)

Z poréwnania wzoréw (11.45) i (11.46) wynika zatem, ze musi zachodzi¢ réw-
nos¢:

1 dz(t)

Q) = —==0+k
W= "tew Yot
Zbadamy warunki, przy ktérych réwnos$¢ ta bedzie spetniona. Zatézmy, ze po-
jemno$¢ C'(t) zmienia si¢ w czasie wokot pewnej stalej pojemnosci Cy wedlug
funkcji C(t) = Cp + C4(t). Mamy wéwczas:

(11.47)

1 1 1 1
VIO  VIG+Cit)]  VIG \/1 LG

Q(t) . (1148)

Co

Zal6ézmy dalej, ze zmiany pojemnosci wokdt wartosci Cy sa male, tzn. Cy >
max |C1(t)|. Drugi czynnik we wzorze (11.48) mozemy wtedy rozwinaé w sze-
reg potegowy i uwzgledni¢ w nim tylko dwa pierwsze wyrazy. Otrzymamy na-
stepujace przyblizenie:

1 _C’l(t)]
Q(t)wm[l 2 |- (11.49)

Poréwnujac wzory (11.47) 1 (11.49) widzimy, ze réwnos¢ (11.47) bedzie spetniona
z dobrym przyblizeniem, jesli wartos¢ Cyp bedzie dobrana tak, aby 2 = 1/4/LC)
oraz jesli zmiany funkcji C4 (t) wokét Cjy beda mate i proporcjonalne do pochod-
nej sygnatu modulujacego wzigtej ze znakiem ujemnym:

_2%00 {_ dzit)] |

Ci(t) = (11.50)

Wynika stad, ze w celu realizacji generatora sygnatu PM nalezy dysponowac
elementem pojemnos$ciowym sterowanym napieciem, ktérego pojemnoS¢é w pew-
nym zakresie zmian napigcia sterujgcego zmienia si¢ liniowo (rys. 11.7a). Jezeli
na zaciski takiego elementu podamy sygnat napiecia u(t) = Uy + a[— dz(t)/d¢]
(rys. 11.7b), gdzie Uy jest napi¢ciem stalym, takim ze C(Up) = Cp, a > 0—
wspolczynnikiem proporcjonalnosci, a z(t)—sygnalem modulujacym, to po-
jemno$¢ bedzie zmieniaé sie wokot statej wartosci Cy zgodnie z zaleznoScig
C(t) = Co+ ~[dx(t)/ dt] (rys. 11.7¢c). Dla dostatecznie malych wartosci wsp6t-
czynnika v = 2k,Cy/Q spetnione beda zatem warunki, przy ktérych zachodzi
z dobrym przyblizeniem réwnos¢ (11.47).

W celu wytworzenia pozadanego przebiegu napiecia sterujacego u(t) nalezy
podaé sygnat modulujacy x(¢) o zmienionej polaryzacji na uktad rézniczkujg-
¢y, dobra¢ odpowiednig warto§¢ wspdélczynnika « skalujacego sygnat wyjsSciowy
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dx(t)]

a) A cw 0) C(t):C0+y[f -

Ty

Ony Sy

_} 107

-y

P
(®)xp

[

Rys. 11.7. Element pojemnosciowy o liniowej charakterystyce C'(u)

i doda¢ do niego sygnat staly Uy. Natomiast jako element pojemnoSciowy o linio-
wej charakterystyce napieciowo-pojemnosciowej C'(u) mozna wykorzysta¢ diode
spolaryzowang zaporowo. Pojemno$¢ ztacza diodowego spolaryzowanego zapo-
rowo zmienia si¢ bowiem w pewnym zakresie tak, jak pokazano na rys. 11.7a.
Wartosci Uy 1 Cy okreslajg stalonapieciowy punkt pracy diody. Dioda o takiej cha-
rakterystyce jest nazywana diodg pojemnosciowq (waraktorem lub warikapem).

11.3.2. Demodulacja sygnalu PM

Do demodulacji waskopasmowych sygnatéw PM mozna stosowaé detektor
koherentny (rys. 11.8). W przeciwieiistwie do detektora koherentnego sygnatu
AM-SC (por. p. 10.2.4, rys. 10.7) faza lokalnej fali no$nej generowanej w od-
biorniku musi r6zni¢ si¢ w tym przypadku od fazy fali nosnej nadajnika o /2.
Detektor realizuje operacj¢ mnozenia sygnalu PM (11.4) przez lokalng fale nos$na
sin Qt. Sygnal iloczynowy jest przepuszczony przez filtr dolnoprzepustowy, kto-
ry odfiltrowuje zbedne sktadowe skupione wokot pulsacji 2€2. Na wyjsciu filtru
pozostaje sktadowa niskoczestotliwoSciowa:

1
ya(t) = 5Yosin [kyz(t)] . (11.51)

Jesli wskaznik modulacji Spm = kp|2(t)|max sygnalu PM (por. wzér (11.16)) jest
dostatecznie maty (< 0,1 radiana) to sinlk,z(t)] = k,x(t) i na wyjsciu demodu-
latora otrzymujemy w przyblizeniu sygnat

1
ya(t) = 5 Yokyx() (11.52)
proporcjonalny do sygnatu modulujgcego.

Detektor koherentny wymaga bardzo precyzyjnej kontroli fazy lokalnej fa-
li no$nej odbiornika, tak aby byta ona przesunigta doktadnie o /2 wzgledem
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fazy fali no$nej nadajnika. Detekcja koherentna sygnatu PM ma wigc t¢ samg
wade co w przypadku demodulacji sygnalu AM-SC. W przypadku zbyt duzych
wartos$ci wskaznika modulacji mogg wystapi¢ znieksztalcenia nieliniowe sygna-
Iu zdemodulowanego. Liniowo$¢ demodulacji dla wigkszych wartosci wskaZnika
modulacji (do okoto 1,5 radiana) mozna uzyskaé ksztaltujac odpowiednio prze-
biegi sygnatéw na wejSciach modulatora iloczynowego.

Yy Sk (1)

Rys. 11.8. Schemat blokowy koherentnego detektora waskopasmowego sygnalu PM

W przypadku szerokopasmowych sygnatéw PM koncepcja demodulacji po-
lega na przetworzeniu sygnalu PM w odpowiedni sygnal AM, a nastepnie zde-
modulowaniu sygnatu AM w ukladzie detektora obwiedni. Zgodnie z ta kon-
cepcja w demodulatorze wytwarzany jest sygnal napigciowy AM u(t), ktérego
amplituda chwilowa (obwiednia) U (t) jest proporcjonalna do pulsacji chwilowej
sygnatu PM.

Komentarz. W rzeczywistosci sygnal PM jest przetwarzany na zlozony sygnal, b¢da-

cy jedynie w przyblizeniu sygnalem AM. Jednak informacja o sygnale modulujacym jest
zachowana w obwiedni tego sygnatu.

W celu dokonania konwersji chwilowych zmian pulsacji sygnatu PM na chwi-
lowe zmiany amplitudy sygnalu AM nalezy dysponowaé przetwornikiem ,,pulsa-
cja-amplituda napigcia” o liniowej charakterystyce w pewnym zakresie zmian pul-
sacji. Poniewaz zmiany pulsacji chwilowej sygnatlu PM nastepujg wokot pulsacji
nosnej €2, charakterystyka tego przetwornika powinna by¢ liniowa w otoczeniu
punktu €2 (rys. 11.9a).

D) A|U)| b AU(w)

Uy Uy A

— \ —
Q w 2 o, w

Rys. 11.9. Charakterystyka liniowego przetwornika ,pulsacja-amplituda napiecia” (a) oraz
charakterystyka amplitudowa réwnoleglego obwodu rezonansowego (b)

Zauwazmy, ze funkcje takiego przetwornika moze petnié¢ réwnolegly obwdd
rezonansowy, o charakterystyce ,,pulsacja-amplituda napiecia” (charakterystyce
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amplitudowej) pokazanej na rys. 11.9b (por. np. [5], p. 4.6.2). Pulsacja rezonan-
sowa w, tego obwodu powinna by¢ wieksza od pulsacji nosnej, a punkt pracy
A przy braku modulacji powinien leze¢ na najbardziej liniowym odcinku lewe-
go zbocza tej charakterystyki. Jezeli taki obwdd rezonansowy bedzie pobudzany
sygnalem PM, to na jego zaciskach wystgpi sygnat napigcia, ktérego obwiednia
jest w przyblizeniu opisana zaleznoScia:

(11.53)

Ult) ~ a [Q +k, d”(ﬂ .

dt

Aby odzyskaé¢ sygnal modulujacy xz(t), nalezy zdemodulowaé sygnal napigcia
wystepujacy na obwodzie rezonansowym za pomocg detektora obwiedni, a na-
stepnie, po usuni¢ciu skfadowej statej, otrzymany sygnat podaé jeszcze na uktad
catkujacy. Uklad realizujagcy wszystkie te operacje nosi nazwe dyskryminatora
czestotliwosci. Jego schemat jest pokazany na rys. 11.10.

D

O

Yem(® Ry

M1

U(t)

21 i@ TR Tc

O

Rys. 11.10. Jednoobwodowy dyskryminator czestotliwosci

Diodowy dyskryminator czgstotliwosci z pojedynczym obwodem rezonanso-
wym charakteryzuje si¢ mata czutoscia, tj. matym nachyleniem zbocza charaktery-
styki, oraz niewielkim zakresem liniowoSci tej charakterystyki w otoczeniu punk-
tu 2. Pod tym wzgledem znacznie lepsze wlasciwosci wykazuje dwuobwodowy
zrownowazony dyskryminator czestotliwosci (rys. 11.11a). Zawiera on dwa obwo-
dy rezonansowe pracujace w przeciwfazie o pulsacjach rezonansowych w,; > €2
oraz wyy < §2 (rys. 11.11b). Wypadkowa charakterystyka dyskryminatora jest
zaznaczona linig przerywana. Jak wida¢ zakres liniowo$ci charakterystyki w oto-
czeniu punktu € jest duzo wigkszy, a ponadto zwieksza si¢ jej nachylenie.

Na zaciskach obwodéw wystepuja sygnaty napigciowe AM w; (t) i ua(t), kto-
re s3 demodulowane za pomocg detektoréw obwiedni. Na wyjSciu dyskryminatora
wystapi wypadkowy sygnal obwiedni proporcjonalny do pochodnej sygnatu mo-
dulujacego. Sygnal na wyjsciu dyskryminatora nalezy jeszcze poda¢ na uktad
catkujgcy. Dwuobwodowy diodowy dyskryminator czestotliwo$ci ma nie tylko
wickszg czutos$C 1 szerszy zakres liniowoSci, ale takze —w przypadku prawidto-
wego zréwnowazenia obwodéw —eliminuje ewentualne znieksztalcenia sygnatu.
Wymaga natomiast bardzo doktadnego zestrojenia obu obwodéw.

Wadg diodowych dyskryminatoréw czestotliwosci jest konieczno$¢ stosowania
elementéw indukcyjnych, ktopotliwych w produkcji i wymagajacych doktadnego
strojenia. Mimo to dyskryminatory czestotliwos$ci byly do niedawna stosowane
powszechnie do demodulacji sygnatéw PM i FM. Obecnie sg one coraz czgsciej
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Rys. 11.11. Dwuobwodowy dyskryminator czgstotliwosci (a) 1 jego charakterystyka (b)

zastepowane przez demodulatory kwadraturowe 1 demodulatory z petlq fazowq
PLL (ang. Phase-Locked Loop —por. np. [1], p. 3.12) realizowane w technologii
scalonej.

11.3.3. Poréwnanie systeméw PM i FM

Jak stwierdziliSmy w punkcie 11.1.2, sygnat FM zmodulowany sygnatem x(t)
jest réwnowazny sygnalowi PM zmodulowanemu sygnalem catkowym v(t) =
[ x(t)dt. Oznacza to, ze w celu dokonania analizy sygnatu FM zmodulowa-
nego sygnalem z(t) mozna wykorzysta¢ wyniki przeprowadzonej wyzej analizy
sygnalu PM przy zatozeniu, ze jest on modulowany sygnatem catkowym v(t).
Z poréwnania tych dwoéch sygnatéw wynikaé beda podobiefistwa i zasadnicze
réznice miedzy systemami FM i PM.

Zatézmy najpierw, ze parametr ky jest tak dobrany, ze wskaznik modula-
cji systemu FM spetnia nieréwnos¢ fSpm = ky| [ 2(t) dt|max < 0,1. Odpo-
wiada to przypadkowi waskopasmowej modulacji FM. Powtarzajac rozumowanie
z p. 11.1.4, waskopasmowy sygnal FM mozemy zapisa¢ w postaci:

yrm(t) ~ Yy cos Qt — Yy [kf / x(t) dt} sin Qt . (11.54)

Zgodnie z twierdzeniem 3.7 o catkowaniu (wzoér (3.29)) widma sygnatéw
x(t) i v(t) sa zwiazane zaleznoscig V(w) = X(w)/(jw). Sygnal z(t) i sygnal
catkowy v(t) majg wiec taka sama pulsacje graniczng. Wynika stad, ze szero-
kos$¢ pasma waskopasmowego sygnatu FM zmodulowanego sygnatem z(t) jest
taka sama, jak szeroko$¢ pasma waskopasmowego sygnalu PM zmodulowanego
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sygnatem catkowym v(t) i jest okre§lona wzorem (por. wzér (11.22)):
Brm ~ 2fm, (11.55)

gdzie f,, jest najwieksza czgstotliwosciag widma sygnatu z(t). W przypadku wa-
skopasmowych modulacji PM i FM zalezno$¢ szerokosci pasma sygnatu od mak-
symalnej czestotliwosci sygnatu modulujacego jest zatem identyczna.

Inaczej przedstawia si¢ sytuacja w przypadku szerokopasmowych sygnatéw
PM i FM. Aby zbada¢ wystepujgce réznice, wystarczy rozpatrzy¢ przypadek mo-
dulacji FM jednym tonem i uog6lni¢ otrzymane rezultaty na przypadek modulacji
dowolnym sygnatem. Zatézmy, ze fala no$na jest modulowana w systemie FM
sygnatem x(t) = X cos wot. Zgodnie ze wzorem ogélnym (11.9) sygnat zmodu-
lowany FM przybiera wéwczas postac:

X
yem(t) = Y cos (Qt + kf—o sin wot) . (11.56)
wo
Jego kat chwilowy i czestotliwo$¢ chwilowa zmieniajg si¢ wedtug zaleznoSci:
X
Pem(t) = Qt + k=2 sinwt, (11.57)
wo
1 ddpu(t)

frm(t) =

1
ST =5 (Q + kfXocoswot) =

(11.58)

kX
=F+ / Ocoswot.
2w

Wskaznik modulacji i dewiacja czestotliwosci sg zatem okreS§lone wzorami:

X,

B = k=2, (11.59)
wo
lep X,

Afpy = 120 (11.60)
2w

Wynika stad, ze przy ustalonych wartoSciach parametru ky i amplitudy sy-
gnatu modulujacego X wskaznik modulacji Spv sygnalu FM zmodulowanego
jednym tonem jest odwrotnie proporcjonalny do czestotliwosci fp sygnalu mo-
dulujgcego, natomiast jego dewiacja czestotliwosci A fry jest stala, niezalezna
od czestotliwosci fp. Przypomnijmy, ze w przypadku sygnatu PM zmodulowane-
go jednym tonem wskaznik modulacji Gpy jest staly w funkcji czestotliwosci fj
sygnatu modulujacego, a dewiacja czgstotliwosci A fpyy wzrasta proporcjonalnie
do czestotliwosci fo. Wykresy zaleznoSci wskaznika modulacji i dewiacji czg-
stotliwosci od czestotliwosci fy sygnatu modulujacego dla sygnaléw PM i FM
zmodulowanych jednym tonem przedstawiono na rys. 11.12.

Poniewaz przyjety sygnatl modulujacy i jego sygnal calkowy majq te sama cze-
stotliwos¢, szeroko$¢ pasma sygnatu FM zmodulowanego jednym tonem mozna
oblicza¢ ze wzoru (11.37):

Bem ~ 2 (Bpm + 1) fo, (11.61)
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PM FM

@) “ﬁPM 2 Brm

L

A dfon o 4 A Afem &
e EE—
fo fo

Rys. 11.12. Wykresy wskaznika modulacji (a, b) i dewiacji czgstotliwosci (c, d) sygnaléw PM i FM
zmodulowanych jednym tonem w funkcji czgstotliwosci fo sygnalu modulujacego

a dla dostatecznie duzych wartosci wskaznika modulacji (Bpm > 10) —ze wzoru
(11.38):

Brm = 28pm fo - (11.62)

Korzystajac z zaleznoS$ci (11.59) 1 (11.60), wzory (11.61) i (11.62) okreSlaja-
ce szeroko$¢ pasma sygnatu FM mozemy wyrazi¢ przez dewiacj¢ czestotliwosci:

Bem ~ 2(A fem + fo), (11.63)

Brm = 2 fru - (11.64)

Wynika stad, ze dla dostatecznie duzych wartoSci wskaZnika modulacji
(Bem > 10) szeroko$¢ pasma sygnalu FM zmodulowanego jednym tonem nie
zalezy od czgstotliwo$ci sygnalu modulujacego i jest réwna w przyblizeniu po-
dwojonej dewiacji czestotliwosci.

Podobny wniosek jest stuszny w przypadku sygnatu FM zmodulowanego do-
wolnym sygnatem o maksymalnej czestotliwosci widma f,,. Jesli wskaznik mo-
dulacji jest dostatecznie duzy, szeroko$¢ pasma sygnatu FM jest niezalezna od
czestotliwosci f, 1 okre§lona wzorem (11.64), a wigc jest réwna podwojonej war-
toSci dewiacji czestotliwosci. Poniewaz dewiacja czestotliwosci w systemie FM
jest w pelni okreSlona jedynie przez parametr k;y modulatora oraz maksymal-
ng bezwzgledng warto$¢ sygnatu modulujacego, zatem przez odpowiedni dobor
warto$ci tych parametréw mozna z géry ustali¢ pozgdang szeroko$¢ pasma, nieza-
leznie od cech widmowych sygnatu modulujacego. Wilasciwosé ta w zasadniczy
spos6b odréznia sygnat FM od sygnatu PM, ktérego szeroko$¢ pasma rosnie pro-
porcjonalnie do czgstotliwosci f,.

Niezalezno$¢ szerokos$ci pasma sygnatu FM od szerokoSci pasma sygnatu
modulujacego ma decydujace znaczenie dla zastosowan praktycznych i z tego
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wzgledu do transmisji sygnatu fonii w systemach radiofonicznych w zakresie fal
UKEF oraz w systemach telewizyjnych powszechnego uzytku jest stosowana wy-
Tacznie szerokopasmowa modulacja FM. Stosuje si¢ ja takze w radiotelefonii oraz
mikrofalowych liniach radiowych naziemnych i satelitarnych. Modulacj¢ PM wy-
korzystuje si¢ czesto jako etap poSredni generacji sygnalu FM. W warunkach
europejskich sygnaty radiowe FM sg przesylane w zakresie czestotliwoSci 87,5—
108 MHz, przy czym na kazdy z nich jest przeznaczone pasmo o szerokosci
0,2? MHz.

11.3.4. Poréwnanie sygnaléw zmodulowanych
amplitudowo i katowo

Sygnaly zmodulowane amplitudowo maja wezsze pasmo. Z jednej strony jest
to ich zaleta (je§li w danym pasmie chcemy przesyla¢ jak najwiecej sygnaléw),
z drugiej za$ — wadg (jesli chcemy uzyskaé wysoka jako$¢ transmisji). Ze wzgle-
du na prostote uktadéw odbiorczych modulacja AM jest powszechnie stosowana
do transmisji sygnaléw radiowych w systemach radiofonicznych powszechnego
uzytku w zakresie fal Srednich i krétkich. Sygnaly AM sa jednak mato odporne
na zaktécenia, w szczegdlnosci na zjawisko zaniku selektywnego, ktére jest bar-
dziej odczuwalne w zakresie fal krotkich. Dlatego w tym zakresie jest stosowana
niekiedy modulacja AM-SC bez fali no$ne;j.

Ze wzgledu na dwukrotnie mniejsze pasmo i mniejsza moc wymagana do
transmisji, w systemach radiowych specjalnego przeznaczenia (np. facznosci krét-
kofalarskiej, systemach radiotelefonicznych stuzb miejskich, takich jak policja,
straz pozarna itp.) jest czgsto stosowana modulacja SSB-SC. Umozliwia ona oko-
fo 16-krotny zysk mocy w poréwnaniu z modulacja AM przy zatozeniu takiego
samego zasiegu. Jednakze realizacja modulatoréw i demodulatoréw w tych sys-
temach wymaga znacznie wigkszych naktadéw sprzgtowych.

Wyrazng poprawe odpornosci na zaktdcenia, a tym samym poprawe jako-
$ci transmisji, uzyskuje si¢ w systemach modulacji kata. Sygnaly zmodulowane
katowo wymagaja jednak do transmisji znacznie szerszego pasma i bardziej zto-
zonych ukfadéw modulatoréw i demodulatoréw. W przeciwiefistwie do sygnatéw
PM, szerokos$¢ pasma sygnatéw FM jest praktycznie stata, niezalezna od pasma
sygnalu modulujacego. Z tego wzgledu w praktyce jest zwykle stosowana mo-
dulacja FM. Sygnal FM jest jednak bardziej wrazliwy na zaki6cenia wynikajace
z wielodrogowosci propagacji (np. w wyniku odbi¢ od budynkéw, komplekséw
lesnych itp.), szczegdlnie dokuczliwe podczas jazdy samochodem.
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Stownik

dewiacja czestotliwoSci
maksymalna bezwzgledna odchylka czestotliwosci chwilowej sygnatu od
czestotliwosci nosnej

dewiacja fazy (wskaznik, indeks modulacji)
maksymalna bezwzgledna warto$¢ fazy chwilowej sygnatu (maksymalna
bezwzgledna odchylka kata chwilowego sygnatu od liniowej zmiany tego
kata)

dyskryminator czestotliwoSci
uktad demodulatora sygnatéw zmodulowanych katowo

mieszacz
ukfad realizujacy przemiang czestotliwosci

modulacja fazy PM
modulacja analogowa, w ktérej w zaleznosci od biezacych wartosci sygna-
tu informacyjnego uzmienniana jest bezposrednio faza harmonicznej fali
nosnej

modulacja kata
modulacja analogowa, w ktérej w zaleznosci od biezacych wartosci sygnatu
informacyjnego uzmienniany jest kat harmonicznej fali no$nej; obejmuje
modulacje fazy i modulacje czestotliwosci

modulacja skrosna
efekt powstawania sktadowych harmonicznych o czgstotliwosciach sumacyj-
nych i réznicowych (skro$nych) wystepujacy w modulacjach kata wieloma
tonami
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Lekcja 12

Modulacje impulsowe

W przeciwienistwie do analogowych systeméw modulacji, w ktérych parame-
try harmonicznej fali no$nej sa zmieniane w czasie w sposdb ciggly, w impul-
sowych systemach modulacji zmiany jednego z parametréw fali no$nej nastepujg
w czasie skokowo. Parametr ten jest uzmienniany w zaleznoSci od wartosci ko-
lejnych prébek sygnatu informacyjnego.

Podstawowym ciagiem impulséw, pelnigcym w impulsowych systemach mo-
dulacji role fali noSnej, jest unipolarna fala prostokatna (rys. 9.2b). W zaleznoSci
od rodzaju modulacji zmianom, zgodnym z wartoSciami biezacych prébek sygna-
Tu informacyjnego, podlega albo amplituda impulséw albo ich czas trwania albo
potozenie. Zmiany te zachodza w dyskretnych chwilach czasu, ale uzmienniany
parametr moze przybieraé wartoSci w zbiorze cigglym lub w zbiorze dyskretnym.
Jesli modulowany parametr fali nosnej przybiera w kolejnych dyskretnych chwi-
lach wartoSci ze zbioru ciaglego, modulacj¢ nazywamy modulacjqg impulsowq
analogowq. Jesli zbidr tych wartoSci jest skoriczony, co umozliwia ich zakodo-
wanie i transmisj¢ impulséw w postaci cyfrowej jako ciagu impulséw kodowych,
modulacje nazywamy modulacjq impulsowq cyfrowg lub modulacjq impulsowo-
-kodowq. Ten drugi rodzaj modulacji impulsowej mozna traktowa¢ jako etap po-
$redni miedzy impulsowymi a cyfrowymi systemami modulacji.

W lekcji oméwimy trzy podstawowe analogowe modulacje impulsowe: PAM,
PDM i PPM oraz cyfrowe modulacje impulsowe: PCM i modulacje przyrostowa
delta (DM).

Przedyskutujemy zasady generacji i demodulacji sygnaléw w kazdym z tych
systemdéw modulacji. Rozpatrzymy takze sposoby fizycznej reprezentacji znakéw
binarnych w modulacjach impulsowo-kodowych.
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12.1. Modulacja PAM
12.1.1. Sygnat PAM

Modulacja amplitudy impulséw PAM (ang. Pulse Amplitude Modulation) jest
najprostsza z analogowych modulacji impulsowych. Polega ona na uzmiennie-
niu amplitudy impulséw unipolarnej prostokatnej fali nosnej o okresie T, czasie
trwania 7 i jednostkowej amplitudzie (rys. 12.1a), zgodnie z wartoSciami biezg-
cych prébek sygnatu modulujacego z(t) pobieranych w chwilach nT (rys. 12.1b).
W efekcie powstaje ciag réwnoodlegtych impulséw prostokatnych o jednakowym
czasie trwania 7 i amplitudach réwnych probkom z(nTs) sygnatu modulujacego
(rys. 12.1c). Nalezy jednak podkreslié, ze do wytworzenia sygnalu PAM mozna
stosowac takze ciggi waskich impulséw o ksztalcie innym niz prostokgtny.

a) c(®

Rys. 12.1. Fala nos$na sygnatu PAM (a), sygnal modulujacy (b), sygnal zmodulowany PAM (c)
i jego widmo (d)

Z okreSlenia sygnalu PAM wynika, ze w celu jego wytworzenia nalezy sprob-
kowaé sygnatl informacyjny x(¢) w systemie probkowania chwilowego oméwio-
nym w p. 5.3.2-B. Przy zalozeniu prostokgtnego ksztattu impulséw w wyniku tej
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operacji otrzymujemy sygnal PAM

oo
t—71/2 —nT
yeam(t) = > a(nTy) </Ts> : (12.1)
n=—oo
Jego widmo jest okreSlone wzorem (por. wzoér (6.30)):
T ) oo

Yeam(w) = T Sa(wr/2) e I@T/2) Z X(w — nws), (12.2)

§ n=—oo

gdzie X (w) jest widmem sygnalu modulujacego x(t), a ws = 27/Ts — pulsacja
prébkowania. Jesli okres T fali nosnej jest dobrany tak, ze ws > 2wy, gdzie wy,
jest najwigksza pulsacja widma sygnatu modulujacego, to widmo sygnalu PAM
jest ciagiem kopii widma X (w) odseparowanych od siebie pewnymi pasmami
wolnymi i znieksztalconych multiplikatywnie obwiednig o ksztalcie funkcji Sa
(rys. 12.1d).

12.1.2. Odtwarzanie sygnalu informacyjnego z sygnatlu
PAM. Efekt aperturowy

Jesli sygnal PAM jest transmitowany w swoim pasmie podstawowym, to w ce-
lu odtworzenia po stronie odbiorczej sygnatu informacyjnego x(t) nalezy zasto-
sowad filtr dolnoprzepustowy o plaskiej charakterystyce w przedziale |w| < wp,
ktéry wydziela z widma sygnatu odebranego jego Srodkowy segment (rys. 12.2a).
Jednak nawet wowczas, gdy charakterystyka filtru begdzie idealnie ptaska w tym
przedziale, odzyskane widmo bedzie znieksztalcone amplitudowo obwiednig

7| Sa(wr/2)| (12.3)

wynikajaca ze skoficzonego czasu trwania 7 impulséw fali nosnej (por. 6.4.2).
Najbardziej znieksztalcane sg sktadowe widmowe lezace na kraficach przedziatu
|w| < wp- Tego typu znieksztalcenia amplitudowe sygnalu noszg nazwe efektu
aperturowego. Efekt ten wystepuje rowniez w przypadku innych fal no$nych niz
fala prostokatna. Odmienny bedzie tylko ksztalt znieksztalcajacej obwiedni.

Znieksztalcenia sygnatu odtworzonego sa tym wieksze, im dluzsze sg impulsy
fali nos$nej. Zwigkszanie dtugosci impulséw pociaga bowiem za soba zawezenie
listka gtéwnego obwiedni (12.3), w wyniku czego ma ona w przedziale |w| < wy,
bardziej stromy ksztatt (rys. 12.2b). Z drugiej jednak strony wydtuzanie impulséw
jest korzystne z uwagi na wezsze pasmo zajete przez sygnal PAM w kanale. Aby
skompensowac efekt aperturowy, sygnat z wyjscia filtru dolnoprzepustowego jest
podawany na filtr korekcyjny o charakterystyce amplitudowej bedacej odwrotno-
$cig obwiedni (12.3):

1
7| Sa(wT/2)|
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Rys. 12.2. Znieksztalcenia aperturowe sygnatu PAM w przypadku krétkich (a) i dtugich (b) impul-
séw fali nosne;j

W praktyce, ze wzgledu na sposéb organizacji transmisji sygnatéw PAM
(por. p. 12.1.3), czas trwania 7 impulséw fali noSnej dobiera si¢ tak, aby jej
wspétczynnik wypelienia 7/T < 1. Wéwczas 27 /T > wp,, a wigc obwiednia
(12.3) jest w przedziale |w| < wy, plaska. Znieksztalcenia aperturowe sa w takim
przypadku pomijalne i filtr korekcyjny nie jest stosowany.

12.1.3. Transmisja sygnalu PAM w systemie
zwielokrotnienia czasowego

W systemach modulacji analogowej informacja zawarta w sygnale modulu-
jacym jest transmitowana w czasie w sposob ciggly. W systemie PAM przeka-
zywanie informacji odbywa si¢ za pomoca krétkich impulséw o czasie trwania
7. System ten wymaga zatem znacznie mniejszych Srednich mocy nadajnika. Sy-
gnal PAM zajmuje jednak w kanale szerokie pasmo —tym szersze, im krétsze sa
impulsy fali nosnej (por. rys. 12.2). Sygnaty PAM nie mogg by¢ zatem przeka-
zywane w systemach zwielokrotnienia czgstotliwoSciowego, ktérych zasadg jest
roztaczno$¢ widmowa sygnatéw transmitowanych przez jeden kanal nadawczy.

Wykorzystujac fakt, ze migdzy kolejnymi impulsami sygnatéw PAM wyste-
puja dlugie przerwy w transmisji, sygnaly te mozna przesyfa¢ w systemach zwie-
lokrotnienia czasowego (por. p. 9.2.1). Zasada zwielokrotnienia czasowego w od-
niesieniu do sygnaléw PAM polega na tym, ze w przerwach migdzy impulsami
jednego sygnatu PAM sg transmitowane przez ten sam kanal impulsy innych sy-
gnaléw PAM. Wprawdzie sygnaly te majg pokrywajace si¢ pasma, ale ich impul-
sy sa przekazywane w $ciSle okreslonych roztgcznych oknach czasowych i majg
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uporzadkowang struktur¢ czasowg pozostajaca pod kontrolg odpowiedniego ukta-
du synchronizujacego. Umozliwia to rozdzielenie w odbiorniku impulséw po-
chodzacych od poszczegdlnych sygnaléw na rézne tory odbiorcze i odtworzenie
sygnaléw informacyjnych w tych torach za pomocy filtréw dolnoprzepustowych.
Zasad¢ zwielokrotnienia czasowego sygnatéw w przypadku stopnia zwielokrot-
nienia réwnego 3 zilustrowano na rys. 12.3.

x1(9) xo(0)
. —

3 N 2
1‘2\” 12 BN H,’l ” 1 t'
=< /
~ | // /

o x3() T

Rys. 12.3. Zwielokrotniony czasowo sygnal PAM

12.1.4. Demodulacja zwielokrotnionego czasowo sygnatu
PAM

Na rys. 12.4a pokazano schemat blokowy demodulatora zwielokrotnionego
sygnatu PAM. Przemieszane w czasie impulsy zwielokrotnionego sygnalu PAM,
o tym samym dla kazdego z sygnaléw okresie prébkowania T, sg podawane na
wejScia bramek. W kazdej chwili nTs w generatorze szerokich impulséw jest wy-
twarzany impuls o nieco dluzszym czasie trwania w poréwnaniu z czasem trwania
impulséw informacyjnych. Impuls ten, po odpowiednim proporcjonalnie wzrasta-
jacym opéznieniu kAt, jest podawany na drugie wejScia bramek w poszczegdl-
nych torach odbiorczych. Na obu wejSciach k-tej bramki nastepuje koincydencja
czasowa szerszego impulsu op6Znionego o kAt oraz k-tego impulsu informacyj-
nego i impuls ten przechodzi na wyj$cie k-tej bramki. Jednocze$nie bramka ta nie
przepuszcza impulséw pochodzacych od pozostatych transmitowanych sygnatow.
Tym samym nastepuje rozdzielenie impulséw na poszczegdlne tory odbiorcze. Po
filtracji dolnoprzepustowej na poszczegdlnych wyjsciach otrzymuje si¢ odtworzo-
ne sygnaly informacyjne.

12.1.5. Modulacja PAM-AM

Sygnat PAM ma teoretycznie pasmo nieskoficzone. Wiekszos$¢ jego mocy jest
jednak skupiona w pasmie |w| < 27/7 obejmujacym listek gtéwny widma (por.
rys. 12.2). W widmie sygnatu PAM dominujg wigc niekorzystne z punktu widze-
nia transmisji skladowe niskoczestotliwoSciowe. Aby uniknaé klopotéw z trans-
misja sktadowej statej i sktadowych o niskich czestotliwos$ciach, sygnat PAM jest
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Rys. 12.4. Schemat blokowy demodulatora zwielokrotnionego sygnatu PAM

czesto poddawany dodatkowej modulacji AM, w wyniku ktorej jego pasmo zosta-
je przeniesione w zakres duzych czgstotliwosci. Tego rodzaju systemy transmisji
sa nazywane systemami PAM-AM. W odbiorniku sygnatéw PAM-AM nastepuje
najpierw demodulacja sygnatu AM za pomocg detektora obwiedni, a nast¢pnie
wlasciwa demodulacja sygnatu PAM.

12.2. Modulacje PDM i PPM

12.2.1. Sygnaly PDM i PPM

W analogowych systemach modulacji jako fala nos$na jest wykorzystywany
sygnal harmoniczny. W wyniku modulacji uzmienniany jest jeden z trzech jego
parametréw, tj. amplituda, faza lub czgstotliwosé.

Fala unipolarna, wykorzystywana jako fala no$na w impulsowych systemach
modulacji, jest scharakteryzowana takze trzema parametrami: amplitudg impul-
sow, ich szerokos$cig i czestotliwo$cia powtarzania. W systemie PAM, ktéry jest
odpowiednikiem analogowych systeméw modulacji amplitudy, uzmienniana jest
amplituda impulséw fali nosnej. Uzmiennieniu moga jednak podlega¢ réwniez
pozostale dwa parametry. W systemie PDM (ang. Pulse Duration Modulation)
uzmienniana jest w zaleznosci od biezacych prébek sygnatu informacyjnego sze-
roko$¢ impulséw fali noS$nej, natomiast w systemie PPM (ang. Pulse Position
Modulation) —ich potozenie wzgledem nominalnych chwil nTs wystgpowania im-
pulséw. Mozna powiedzieé, ze odpowiednikiem modulacji PDM ws$réd modulacji
analogowych jest modulacja PM, za§ modulacji PPM — modulacja FM.
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Sygnaly zmodulowane w systemach PDM i PPM, wraz z odpowiadajacym im
sygnalem PAM, sg przedstawione na rys. 12.5.

a) x()
R
B 1 Ave@
SRR NN
sl e
P , ¢
d) Vepm (0 :

Rys. 12.5. Sygnaty: PAM (b), PDM (c) oraz PPM (d) zmodulowane tym samym sygnatem infor-
macyjnym (a)

12.2.2. Generacja i demodulacja sygnatow PDM i PPM

W systemie PDM szerokosci 7(nTy) kolejnych impulséw sg zwiazane z war-
to$ciami prébek x(nTs) sygnatu informacyjnego zaleznoscia:

T(nTs) = ap + a1x(nTs) . (12.5)

State a i a; dobiera si¢ tak, aby 7(nTs) > 0 dla najmniejszej chwilowej wartosci
sygnatu informacyjnego oraz 7(nTs) < Ts.

Sygnal PDM mozna wytworzyé w ukladzie, ktérego schemat blokowy jest
przedstawiony na rys. 12.6a. Na rys. 12.6 sa takze pokazane sygnaly wystepuja-
ce w poszczegdlnych punktach ukfadu. Uktad sktada si¢ z generatora przebiegu
pitoksztattnego, sumatora i uktadu progowego. Generator wytwarza okresowy sy-
gnat piloksztaltny p(¢) (rys. 12.6¢), o okresie T réwnym okresowi probkowania
sygnatlu informacyjnego. Sygnat ten jest dodawany w sumatorze do sygnatu in-
formacyjnego (rys. 12.6b). Sygnat z wyjscia sumatora (rys. 12.6d) jest podawany
z kolei na ukiad progowy. Na wyjsciu ukfadu progowego pojawia si¢ sygnal
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o stalej warto$ci dodatniej jedynie w tych przedziatach czasu, w ktérych wartosci
sygnalu na jego wejSciu przekraczajq ustalong warto$¢ progowa. W pozostatych
przedzialach czasu wartosci sygnalu na wyjSciu uktadu progowego sg réwne zeru.
W ten sposéb uktad formuje ciag impulséw prostokatnych, ktérych czasy trwania
7(nT}s) sg proporcjonalne do wartosci kolejnych prébek sygnatu informacyjnego.
Otrzymany na wyjsciu ukladu sygnat PDM jest pokazany na rys. 12.6e. Para-
metry sygnatu pitoksztaltnego i warto$¢ progu dobiera si¢ tak, aby szerokosci
generowanych impulséw spetnialy nieréwnosé 0 < 7(nTy) < Ts.

a) () Uklad | Yeom®)
progowy
p()

Generator
sygnatu
pitoksztattnego
b x(1)
0' t=
€) p()
! -
Ts t
d) Ax+p() ‘
Poziom
\ progowy
\ \ N/

A\
U/”’\\y,x

- T
i

T ﬁ” 1

r(nTs T

Ty

~

Rys. 12.6. Schemat blokowy generatora sygnalu PDM (a) oraz sygnaly wystgpujace w jego po-
szczegblnych punktach (b-e)

Przesytanie sygnatéw w systemie PDM wymaga wigkszej Sredniej mocy na-
dajnika w poréwnaniu z systemami PAM i PPM. Zwigzane jest to ze znacznym
Srednim czasem trwania impulséw sygnalu PDM. Z tego wzgledu modulacja PDM
jest rzadko stosowana w praktyce. Jest ona natomiast wykorzystywana zwykle jako
etap posredni generacji sygnatu PPM, ktéry wymaga mniejszych transmitowanych
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mocy ze wzgledu na staly i krétki czas trwania impulséw. System PPM wykazu-
je ponadto wigksza odpornos$¢ na szumy i zaktécenia w poréwnaniu z systemami
PAM i PDM.

Metoda wytwarzania sygnalu PPM z sygnalu PDM jest zilustrowana na
rys. 12.7. Impulsy sygnatu PDM, po zmianie ich polaryzacji (rys. 12.7a), sg poda-
wane na uktad rézniczkujacy o matej statej czasowej, ktéry wytwarza na wyjsciu
waskie impulsy szpilkowe (rys. 12.7b). Dodatnie impulsy szpilkowe, wystepu-
jace w punktach tylnych zboczy impulséw PDM, wyzwalaja generator waskich
impulséw prostokatnych o jednakowym czasie trwania i jednakowej amplitudzie
(rys. 12.7¢). Informacja o sygnale modulujacym zapami¢tana w szerokosci impul-
sOW zostaje tym samym w bardzo prosty sposoéb przekodowana na przesunigcie
impulséw wzgledem chwil prébkowania nT.

Analiza widmowa sygnaléw PDM i PPM jest bardzo zlozona, a wyznacze-
nie doktadnych postaci widm tych sygnatéw i tym samym dobranie odpowiednich
filtréw rekonstruujacych widmo sygnatu informacyjnego jest praktycznie niemoz-
liwe. Demodulacj¢ tych sygnaléw przeprowadza si¢ zwykle drogg posrednia, za-
mieniajac je w odbiorniku na sygnat PAM i stosujac filtracje dolnoprzepustows.

Podobnie jak sygnat PAM, sygnaly PDM i PPM zawierajq skladowg stalg
i charakteryzuja si¢ duza gestoScia widmowa w zakresie niskich czestotliwosci.
Z tego wzgledu sg one transmitowane czgsto po dodatkowej modulacji AM, prze-
suwajacej ich widma w zakres duzych czestotliwosci.
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t
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Rys. 12.7. Przetwarzanie sygnalu PDM w sygnal PPM

12.2.3. Porownanie impulsowych systemow modulacji

Sposréd oméwionych impulsowych systeméw modulacji najbardziej korzyst-
ne wlasciwo$ci ma system PPM. Jego najwickszg zaletg jest wicksza odpornosé
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na zakfécenia w poréwnaniu z pozostaltymi dwoma systemami modulacji. Z do-
ktadnej analizy wynika, ze w systemie PPM uzyskuje si¢ poprawe stosunku sy-
gnal-szum proporcjonalng do kwadratu szerokosci pasma. Ponadto wymaga on
znacznie mniejszej Sredniej transmitowanej mocy niz system PDM. Z tego wzgle-
du w praktyce preferowana jest modulacja PPM.

12.3. Modulacje impulsowo-kodowe

12.3.1. Modulacja PCM

W analogowych systemach modulacji impulsowej PAM, PDM i PPM informa-
cja jest przesylana w dyskretnych chwilach czasu w wielkoSci analogowej przybie-
rajacej wartosci w zbiorze cigglym. W systemach impulsowo-kodowych przesyla-
nie informacji nast¢puje w sposoéb dyskretny zaréwno w czasie, jak i w amplitu-
dzie. Dyskretyzacje w amplitudzie uzyskuje si¢ w wyniku operacji kwantowania,
ktéra umozliwia zakodowanie przesytanej informacji stowami binarnymi o skon-
czonej dlugosci stowa. W systemach impulsowo-kodowych na sygnale informa-
cyjnym sg zatem wykonywane trzy podstawowe operacje, charakterystyczne dla
przetwarzania analogowo-cyfrowego sygnatéw: prébkowanie, kwantowanie i ko-
dowanie (por. rys. 6.2).

Podstawowa modulacja impulsowo-kodowa jest modulacja PCM (ang. Pulse
Code Modulation). Zasadg dziatania systemu PCM wyja$nimy na przykladzie ko-
dowania sygnatu PAM. Kodowaniu moga jednak réwnie dobrze podlega¢ sygnaty
PDM lub PPM. W wyniku kwantowania zakres zmienno$ci amplitudy impulséw
sygnatu PAM jest dzielony na skoficzong liczbg przedziatéw kwantyzacji, z reguly
réowng 2", gdzie n jest liczbg catkowita dodatnig. Poszczegdlne poziomy kwan-
tyzacji mozna wéwczas zakodowaé stowami binarnymi o stalej dtugosci slowa
réwnej n. Na rys. 12.8 podano przyktad kodowania impulséw sygnalu PAM przy
zatoZeniu, ze zakres zmiennosci ich amplitudy jest podzielony na 16 = 2* pozio-
méw ponumerowanych od 0 do 15. Poziomy te zakodowano naturalnym kodem
o statej dlugosci stowa réownej 4 w taki sposéb, ze poszczegdlnym poziomom
odpowiadajg stowa kodowe stanowigce zapis binarny ich numerdw.

Po zakodowaniu sygnalu PAM informacja Zrédtowa ma juz postaé cyfrowa.
W celu jej przestania znakom binarnym ,,1” i ,,0” nalezy przypisaé¢ konkretna
posta¢ fizyczna, tzn. ustali¢ ich reprezentacje za pomoca odpowiednich sygna-
16w elektrycznych. W praktyce stosowane sg rézne rodzaje fizycznych reprezen-
tacji znakow binarnych tworzace tzw. kod sygnafowy. Na rys. 12.8 przyjeto kod
sygnalowy, w ktérym znak binarny ,,1” jest reprezentowany krétkim dodatnim
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Numer Ciqg
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Rys. 12.8. Kodowanie sygnalu PAM

impulsem o ustalonej amplitudzie i czasie trwania znacznie mniejszym od cza-
su transmisji znaku (w rozpatrywanym przypadku réwnego okoto jednej czwarte;j
okresu prébkowania 7T), natomiast znak binarny ,,0” jest reprezentowany pozio-
mem zerowym (impulsem zerowym). Transmitowany sygnal PCM tworzy ciag
dodatnich impulséw kodowych (gdy transmitowany jest znak binarny ,,1”) prze-
dzielonych przerwami (gdy transmitowany jest znak binarny ,,0”). Inne sposoby
reprezentacji fizycznej znakéw binarnych zostang oméwione w p. 12.3.4.

Na rys. 12.9 zilustrowano kolejne etapy przetwarzania napi¢ciowego sygna-
tu informacyjnego x(t) w sygnal PCM. Dla wygody przyjeto, ze wartosci tego
sygnalu zmieniajg si¢ w zakresie od 0 do 16 umownych znormalizowanych jedno-
stek napiecia (rys. 12.9a). Zakres ten podzielono na 16 przedzialéw kwantyzacji
o jednakowej szerokosci réwnej 1.

W pierwszym kroku przetwarzania sygnal informacyjny jest sprobkowany
chwilowo, tj. zmodulowany w systemie PAM przy zalozeniu prostokatnej fali
nos$nej (rys. 12.9b). W wyniku modulacji powstaje sygnal PAM pokazany na
rys. 12.9¢c. Na rysunku tym podano znormalizowane (analogowe) warto$ci ampli-
tud kolejnych impulséw tego sygnatu. W wyniku kwantowania dokfadne wartosci
amplitud sg przyblizane najblizszymi liczbami réwnymi polowie warto$ci mie-
dzy kolejnymi poziomami kwantyzacji, a wigc amplituda 11,3 jest przyblizona
wartoscig 11,5, amplituda 14,9 — wartoscig 14,5 itd. Na rys. 12.9d przedstawiono
sygnat PCM przy zalozeniu omoéwionego wyzej kodu sygnatowego, przy czym ze
wzgledu na prostszg realizacje operacji demodulacji tego sygnatu (por. p. 12.3.3)
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Rys. 12.9. Sygnaly wystepujace w kolejnych etapach generacji sygnalu PCM

kolejnos¢ impulséw kodowych w kazdym okresie probkowania zostata odwrdco-
na.

12.3.2. Generacja sygnalu PCM

Schemat blokowy modulatora generujacego sygnat PCM jest przedstawiony
na rys. 12.10. W pierwszym kroku sygnal informacyjny z(t) jest prébkowany
chwilowo w uktadzie prébkujacym. Na wyjsciu tego uktadu otrzymujemy sygnat
PAM.

Przetwarzanie sygnalu PAM w sygnat PCM odbywa si¢ w cyklach, ktérych
czas trwania jest réwny okresowi probkowania 7Ts. W kolejnych cyklach przetwa-
rzane sg kolejne impulsy sygnatu PAM. Przetwarzanie impulséw przesledzimy
na przyktadzie impulsu o amplitudzie 11,3 (trzeci kolejny impuls na rys. 12.9¢).
W chwili rozpoczecia cyklu impuls ten jest podany na uktad podtrzymania i jed-
nocze$nie uruchamia generator impulséw zegarowych, ktéry w jednym okresie
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Rys. 12.10. Schemat blokowy generatora sygnatu PCM

préobkowania generuje maksymalnie 16 réwnoodleglych impulséw. Impulsy ze-
garowe sa zliczane przez licznik wyposazony w czteropozycyjny rejestr. Uktad
podtrzymania zapami¢tuje warto$¢ amplitudy impulsu i steruje przetwornikiem
sygnatu PAM w sygnat PDM. Przetwornik ten generuje impuls prostokatny, kto-
rego szeroko$¢ jest proporcjonalna do zapamig¢tanej wartoSci amplitudy. Tylne
zbocze tego impulsu zamyka bramke, ktéra z kolei stopuje generator impulséw
zegarowych. Liczba impulséw zliczonych do tej pory w liczniku (w rozpatrywa-
nym przypadku réwna 11) jest proporcjonalna do czasu trwania impulsu PDM,
a zarazem do amplitudy impulsu PAM. W chwili zastopowania generatora im-
pulséw zegarowych liczba ta zostaje zapamigtana w rejestrze. Informacja zawarta
w rejestrze jest wyprowadzana przez ukltad odczytu w kolejnoSci od najmniej
do najbardziej znaczacej pozycji i na tej podstawie jest formowany cigg impul-
sow sygnatowych sygnalu PCM odpowiadajacy przetwarzanemu impulsowi PAM.
Zauwazmy, ze funkcje uktadu kwantowania spelnia tu niejako automatycznie licz-
nik. Przed rozpoczeciem kolejnego cyklu licznik zostaje wyzerowany, po czym
nast¢puje przetwarzanie kolejnego impulsu PAM. Na rys. 12.10 pokazano ciag
impulséw PCM odpowiadajacy impulsowi PAM o amplitudzie 11,3.

Trzy pierwsze uktady modulatora sygnatu PCM stanowia w istocie rzeczy mo-
dulator PDM. Modulator ten mozna oczywiscie zrealizowaé w inny sposéb, np.
wykorzystujac generator impulséw piloksztattnych. Pozostale uktady sg prostymi
typowymi uktadami cyfrowymi.

12.3.3. Demodulacja sygnalu PCM

Operacje demodulacji sygnalu PCM mozna zrealizowa¢ za pomocg réwnie
prostego ukfadu, ktérego schemat blokowy jest pokazany na rys. 12.11. Zawiera
on przetwornik sygnatu PCM w sygnat PAM i filtr dolnoprzepustowy formujacy
po stronie odbiorczej analogowy sygnal informacyjny.

Przetworzenie sygnalu PCM w sygnal PAM mozna zrealizowaé za pomoca
prostego uktadu RC (rys. 12.12a). Na wejscie tego ukladu jest podawany ciag
impulséw kodowych sygnalu PCM odpowiadajgcy stowu kodowemu kodujgce-
mu biezacg probke sygnatu informacyjnego. Impulsy tego ciggu sg podawane na
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Rys. 12.11. Schemat blokowy demodulatora sygnatu PCM

ukfad w odwrotnym porzadku, tj. od najmniej do najbardziej znaczacej pozycji.
Zalozymy, ze czas trwania 7 dodatnich impulséw kodowych jest znacznie krot-
szy od czasu At ~ T /4 transmisji jednego znaku binarnego. Zrédto impulséw
powinno by¢ Zrédlem prgdowym zblizonym do Zrédia idealnego o nieskoiicze-
nie duzym oporze wewnetrznym. Przednie zbocza dodatnich impulséw kodowych
przelaczaja klucz K w pozycje rozwarta, natomiast tylne zbocza powoduja za-
mknigcie klucza.

i@® TC”C L

Rys. 12.12. Realizacja uktadowa przetwornika PCM-PAM

Rozpatrzmy proces tadowania kondensatora C' pojedynczym kodowym im-
pulsem pragdowym o amplitudzie Iy i czasie trwania 7 przy zalozeniu idealnego
Zrédta pradowego (rys. 12.12b). Réwnanie operatorowe tego obwodu ma postaé
(por. [1], p. 6.2.4-B):

1 ()
— i(s) + —, 12.6
uc(s) SCZ(S) S (12.6)
gdzie wug jest napieciem poczgtkowym na kondensatorze. Poniewaz w czasie

trwania impulsu mozna go opisaé¢ skokiem jednostkowym i(t) = IpI(t), zatem
i(s) = Ip/s. Uwzgledniajac to we wzorze (12.6), otrzymujemy:

Iy o
s2C s’

a stad, po obliczeniu odwrotnej transformaty Laplace’a:

uc(s) =

uc(t) = %t +ug, O0<t<rT. 12.7)

Widzimy wiec, ze tadowanie kondensatora ma charakter tadunkowy, tzn.

w czasie 7 trwania impulsu napiecie na kondensatorze przyrasta liniowo od war-
toSci poczatkowej ug zawsze o stalg warto$¢ proporcjonalng do tadunku Iy7 za-
wartego w impulsie. Jezeli napigcie na kondensatorze bedziemy mierzy¢ w skali
znormalizowanej, to amplitud¢ Iy impulséw dobiera si¢ tak, aby kazdy impuls,
niezaleznie od wartosci napigcia poczatkowego, powodowal przyrost napigcia na
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kondensatorze o 2" znormalizowanych jednostek, gdzie n jest dlugoscig stowa
kodowego kodujacego prébki sygnatu informacyjnego (w rozpatrywanym przy-
ktadzie przyrost o 16 jednostek). Tylne zbocze impulsu przetacza po czasie 7 klucz
K do pozycji zamknietej i w pozostalej czgsci przedziatu At nastgpuje roztado-
wanie kondensatora przez opér R w obwodzie RC pokazanym na rys. 12.12c.
Stata czasowa RC tego obwodu jest dobrana tak, aby spetniona byla réwnosé
RC = 1,44At. Mozna tatwo sprawdzié, ze jeSli spelniony jest warunek 7 < At
(czas T mozna poming¢), to przy takim doborze wartosci stalej czasowej napigcie
na kondensatorze zmaleje wyktadniczo po czasie At doktadnie do potowy swoje;j
wartos$ci poczatkowej, tj. wartoSci w chwili wystgpienia tylnego zbocza impul-
su kodowego. Jesli po czasie At w ciggu impulséw kodowych wystapi kolejny
impuls dodatni (transmitowany jest znak ,,1”), kondensator podtaduje si¢ o 27
jednostek, po czym napig¢cie na nim maleje z takg samg predkoscig. Jesli za$ po
czasie At w ciagu impulséw kodowych wystapi impuls zerowy (transmitowany
jest znak ,,0”), napiecie na kondensatorze maleje nadal i po czasie 2At zmaleje
do 1/4 wartosci poczatkowej. Po kolejnym zerowym impulsie kodowym napigcie
na kondensatorze zmaleje do 1/8 wartosci poczatkowej itd.

Po czasie T, tj. na koicu cyklu przetwarzania, napi¢cie na kondensatorze jest
probkowane i formowany jest impuls PAM o amplitudzie réwnej zarejestrowanej
warto$ci probki napigcia. Przed rozpoczeciem nastgpnego cyklu przetwarzania
napiecie na kondensatorze zostaje wyzerowane, po czym nastgpuje przetwarza-
nie kolejnego ciaggu impulséw kodowych. Mozna bez trudu sprawdzié, ze przy
zalozonej stalej czasowej RC obwodu znormalizowane wartosci probek napie-
cia w chwilach nT; beda zawsze réwne numerowi poziomu kwantyzacji sygnatu
PCM reprezentowanemu przez przetwarzany cigg impulséw kodowych.

Procedura przetwarzania sygnalu PCM w sygnal PAM zostata zilustrowana
na rys. 12.13 na przykladzie ciggu impulséw 1101 odpowiadajacego jedenaste-
mu poziomowi kwantyzacji. Analizujac wykres napiecia na kondensatorze nalezy
uwzglednié, ze impulsy kodowe sa podawane na ukfad demodulatora PCM w od-
wrotnym porzadku. W celu odtworzenia sygnatu informacyjnego, sygnat PAM
nalezy jeszcze podaé na wejScie filtru dolnoprzepustowego.

Jedna z mozliwych realizacji uktadowych przetwornika PCM-PAM jest przed-
stawiona na rys. 12.14. Uktad spelnia jednocze$nie funkcje przetwarzania sygnatu
i sterowania kluczem K. Kluczowanie jest zrealizowanie za pomoca tranzystora
JFET sterowanego impulsami kodowymi o odwrdconej polaryzacji. Ujemne im-
pulsy zatykajg tranzystor w obwodzie bramka-7Zrédto (G-S) i w czasie ich trwania
kanal Zrédto-dren (S-D) stanowi bardzo duzy opér. W przerwach migdzy impul-
sami tranzystor jest wigczony, a op6r kanatu S-D jest bardzo maly w poréwnaniu
z oporem R i nie wplywa praktycznie na stalg czasowg RC'.
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Rys. 12.13. Wykres napiecia na kondensatorze przetwornika PCM-PAM
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Rys. 12.14. Realizacja uktadowa przetwornika PCM-PAM na tranzystorze JFET

12.3.4. Modulacja delta (DM)

Jesli prébki sygnalu informacyjnego sg pobierane z czestotliwos$cig Nyquista,
to w przedziale czasu migdzy dwoma sgsiadujagcymi prébkami moze nastgpicé
wyrazna zmiana sygnalu i réznica miedzy wartoSciami tych prébek moze by¢
znaczna. W konsekwencji miedzy dwoma stowami kodowymi kodujacymi te sto-
wa mogg wystapi¢ znaczne réznice. Pocigga to za sobg konieczno$¢ dokonywa-
nia w procesie kodowania zmian na wielu pozycjach kolejnych stéw kodowych.
Koncepcja modulacji delta polega na prébkowaniu sygnatu informacyjnego z cze-
stotliwoscig duzo wigkszg od czgstotliwosci Nyquista i tym samym zmniejszeniu
dynamiki zmian wartosci kolejnych prébek, a zarazem zwigkszeniu korelacji mig-
dzy nimi. Zmiany wartosci sygnalu od prébki do probki sg wowczas na tyle nie-
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znaczne, ze informacja o nich (a dokfadniej o tym, czy sygnat wzrdst, czy zmalat)
moze by¢ zakodowana za pomoca tylko jednego znaku binarnego.

Zasada dziatania modulatora sygnalu DM polega na §ledzeniu przyrostéw
sygnatu informacyjnego x(t) w chwilach prébkowania i wytworzeniu na tej pod-
stawie jego schodkowej aproksymacji Z(t) (rys. 12.15a). W kazdej chwili préb-
kowania nTs wyznaczana jest probka z(nTs) sygnalu informacyjnego i por6w-
nywana z aproksymowang wartoscig sygnatu z(nTs — T,) w poprzedniej chwili
prébkowania. Nastepnie badany jest znak réznicy

e(nTs) = x(nTs) — z(nTs — Ts) (12.8)
i na tej podstawie tworzony sygnat binarny
é(nTs) = Asgn e(nTy)] (12.9)

przybierajacy warto$¢ +A, jesli réznica (12.8) jest dodatnia (aktualna probka sy-
gnatu jest wigksza od wartosci aproksymowanej), oraz warto§¢ —A, jesli réznica
ta jest ujemna (aktualna prébka sygnalu jest mniejsza od wartosci aproksymowa-
nej).

x(9)

iR

10i1110i1111111/11101111/0/0i0'0/0/0/0i0i1i11/1i1100

Rys. 12.15. Zasada generacji sygnalu DM (a) i sekwencja kodowa (b)

Sygnat binarny é(nT}) powstaje wigc w wyniku skwantowania sygnatu e(nTy)
na dwa poziomy +A. Na podstawie sygnalu é(nT;) jest wyznaczana nastgpna
warto$¢ schodkowego sygnatu aproksymujacego

Z(nT,) = 2(nTy — T;) + e(nTy), (12.10)

ktora jest utrzymywana przez odcinek czas Ts. W ten sposéb jest tworzony schod-
kowy sygnat aproksymujacy Z(t). Jesli sygnat x(¢) nie zmienia si¢ miedzy préb-
kami zbyt szybko, to btad aproksymacji z(t)—z(t) jest utrzymywany w przedziale
[—A, +A]. W koficowym etapie modulacji delta wyznaczana jest sekwencja kodo-
wa kodujgca binarnie sygnat e(nTy). Wartosci e(nTs) = A przyporzadkowywany
jest znak binarny ,,1”, a warto$ci é(nTs) = —A —znak binarny ,,0” (rys. 12.15b).
Sekwencja ta jest przesytana w postaci odpowiedniego kodu impulsowego do
odbiornika sygnatu DM. Do odbiornika jest zatem przesylana zakodowana infor-
macja jedynie o kolejnych przyrostach sygnalu aproksymujacego.
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Zaleta modulacji DM sg bardzo proste uktady modulatora i demodulatora.
Schemat blokowy modulatora sygnalu DM dziatajacego zgodnie z algorytmem
(12.8)—(12.10) jest pokazany ma rys. 12.16a. Demodulator na podstawie przy-
chodzacej do odbiornika sekwencji binarnej wytwarza cigg dodatnich i ujemnych
impulséw prostokatnych, ktére sa akumulowane w petli sprzezenia zwrotnego
(rys. 12.16b) i na tej podstawie jest odtwarzana w odbiorniku schodkowa aprok-
symacja sygnatu informacyjnego. Sygnal schodkowy jest jeszcze podawany na
wejscie wygladzajacego filtru dolnoprzepustowego o czestotliwosci odcigcia row-
nej maksymalnej czestotliwosci pasma sygnatu informacyjnego, ktérego zadaniem
jest usuniecie z widma sygnatu schodkowego sktadowych o duzych czgstotliwo-
Sciach zwigzanych ze skokowymi zmianami tego sygnatu.

a) Porownanie
_ Sygnat
x(nTy) e(nTy) —1e(nTy) —1 DM
n > Kwantowanie o— Kodowanie|——
A X(T-T5) |
Opoznienie :
I 1%t
,,,,,,,,,,, Akumudator |
b)
Sekwencja e Sygnat
binarna ' v | i | informacyjny
Dekodowanie ‘ * Flzlér

Opoznienie
T

Akumulator

Rys. 12.16. Schemat blokowy modulatora (a) i demodulatora (b) sygnalu DM

Wadg modulacji delta jest staty krok przyrostéw sygnatu aproksymujacego
0 +A lub —A, niezalezny od szybkoSci zmian sygnatu. Ustalona warto$¢ przy-
rostu A moze byé za mata, gdy sygnal zmienia si¢ zbyt szybko od prébki do
probki, lub za duza, gdy zmiany sygnatu sg bardzo wolne. Moze to by¢ Zrédlem
nieakceptowalnych bledéw aproksymacji. W celu unikniecia tych btedéw w prak-
tyce stosowane sg czesto bardziej rozwinigte systemy modulacji impulsowej takie
jak modulacja delta-sigma, roznicowa modulacja impulsowo-kodowa, a ostatnio
coraz czesciej ich wersje adaptacyjne, w ktorych krok aproksymacji A(nTy) jest
zmienny i dobierany w kazdej chwili probkowania adaptacyjnie w zaleznoSci od
obserwowanej szybkosci zmian sygnatu informacyjnego.
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12.3.5. Sposoby fizycznej reprezentacji znakéw binarnych
w modulacjach impulsowo-kodowych

W systemach modulacji impulsowo-kodowych wykorzystywane sg rézne ko-
dy sygnatowe, w ktdérych stosowane sg rézne sposoby reprezentacji znakéw binar-
nych ,,1” 1 ,,0” za pomocg impulséw elektrycznych. Najczesciej spotykane kody
sygnalowe sg zestawione na rys. 12.17.

) W17 0"

|
|

8) o
h) _
Nieparzysta Parzysta

w ciqgu w ciagu ,0”
kolejnych ,,1”  kolejnych ,,1”

Rys. 12.17. Rézne sposoby fizycznej reprezentacji znakéw binarnych ,,1” i ,,0”

Narys. 12.17a przedstawiono oméwiony w p. 12.3.1 kod sygnatowy, w ktérym
znak binarny ,,1” jest reprezentowany krétkim impulsem dodatnim, a znak binar-
ny ,,0” —poziomem zerowym. Zblizonym sposobem kodowania jest reprezentacja
znaku ,,1” impulsem dodatnim o statej amplitudzie w catym czasie At trans-
misji pojedynczego znaku oraz znaku ,,0” —poziomem zerowym (rys. 12.17b).
Na rys. 12.17c¢ przedstawiono kod sygnalowy NRZ bez powrotu do zera (ang.
nonreturn-to-zero), w ktérym znaki ,,1” i ,,0” sg reprezentowane impulsami o cza-
sie trwania At, jednakowych amplitudach i przeciwnych polaryzacjach. Z kolei
w kodzie RZ z powrotem do zera (ang. return-to-zero), czgsto stosowanym w prak-
tyce, znak ,,1” jest reprezentowany impulsem dodatnim o czasie trwania réwnym
polowie czasu At, za$ znak ,,0” —poziomem zerowym (rys. 12.17d).
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Osobng grupe kodéw sygnatowych stanowig kody, w ktérych znaki binarne
sg reprezentowane przejsciami miedzy poziomami sygnatu. Na rys. 12.17e przed-
stawiono kod bifazowy jednoelementowy, w ktérym znak ,,1” jest reprezentowany
przejsciem od poziomu dodatniego do ujemnego, a znak ,,0” — poziomem ujem-
nym. Odmiang tego kodu jest kod bifazowy dwuelementowy nazywany takze ko-
dem Manchester. W kodzie tym znak binarny ,,1” jest reprezentowany przejsciem
od poziomu dodatniego do ujemnego, a znak binarny ,,0” — przej$ciem odwrotnym
od poziomu ujemnego do dodatniego (rys. 12.17f).

Do kodéw kodujacych znaki binarne za pomocg przej$¢ naleza takze kody
ternarne, w ktérych wykorzystywane sg trzy poziomy sygnatu: dodatni, ujemny
i zerowy. W kodzie fernarnym RZ z powrotem do zera znaki ,,1” i ,,0” sg re-
prezentowane impulsami dodatnimi i odpowiednio ujemnymi, trwajacymi przez
polowe czasu At transmisji znaku i powracajacymi w drugiej potowie przedzia-
Iu At do poziomu zerowego (rys. 12.17g). Wariantem kodu ternarnego RZ jest
kod ternarny bipolarny RZ. W kodzie tym znak ,,0” jest zakodowany poziomem
zerowym, natomiast znak ,,1” jest zakodowany albo impulsem ujemnym albo do-
datnim, w zaleznos$ci od tego, czy znak ,,1” jest nieparzysty czy parzysty w ciggu
kolejnych znakéw ,,1”. Impulsy te trwaja przez potowe przedziatu At i w drugiej
potowie tego przedzialu powracaja do poziomu zerowego (rys. 12.17h).

Na rys. 12.18 przedstawiono sygnaly otrzymane w wyniku zakodowania wy-
mienionymi wyzej kodami sygnatowymi sekwencji binarnej 011101001.
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Rys. 12.18. Sekwencja binarna 011101001 zakodowana kodami sygnatowymi z rys. 12.17
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Sygnaly elektryczne transmitowane w systemach modulacji impulsowo-ko-
dowych sg oczywiscie sygnatami losowymi (pokazane na rys. 12.18 konkretne
przebiegi tych sygnatéw sa nazywane ich realizacjami). Wtasciwosci widmowe
tych sygnatéw zalezg silnie od rodzaju uzytego kodu sygnalowego. Stosowanie
w praktyce bardziej ztozonych kodéw sygnalowych komplikuje ukiady generacji,
jest jednak podyktowane checig dopasowania widma sygnatu do charakterystyki
czestotliwosciowej kanatu transmisyjnego. W praktyce dazy sie przede wszystkim
do takiego uksztattowania widma, aby nie zawierato ono niekorzystnych do trans-
misji skfadowe;j statej i sktadowych niskoczestotliwo$ciowych. Pod tym wzgledem
kody z kodowaniem znakéw binarnych poziomami (rys. 12.17a-d) nie sa dogod-
ne, charakteryzuja si¢ bowiem duza gestoScia widmowg sktadowych o niskich
czestotliwosciach, ktore sa znieksztalcane podczas transmisji. Wady tej nie ma
natomiast np. kod bifazowy dwuelementowy Manchester (rys. 12.17f), a takze
kod bipolarny ternarny RZ (rys. 12.17h). Widma sygnaléw zakodowane tymi ko-
dami nie zawierajg sktadowej stalej i maja matg gestos¢ widmowa w otoczeniu
czestotliwosci zerowej. Z tego wzgledu sg one preferowane w praktyce.

Stownik

efekt aperturowy
znieksztalcenia widma sygnalu PAM wynikajace ze skoficzonego czasu
trwania transmitowanych impulséw

kod sygnalowy impulsowy
sposob fizycznej reprezentacji znakéw binarnych ,,1” oraz ,,0” za pomocg
impulséw elektrycznych

modulacja amplitudy impulséw PAM
modulacja impulsowa, w ktérej zgodnie z biezgcymi wartoSciami prébek
sygnatu jest uzmienniana amplituda impulséw unipolarnej prostokgtnej fali
nosnej

modulacja czestotliwosci FM
modulacja analogowa, w ktérej w zaleznosci od biezacych wartosci sygnatu
informacyjnego uzmienniana jest bezposrednio czgstotliwo§¢ harmonicznej
fali nos$nej
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modulacja delta DM
modulacja impulsowo-kodowa, w ktérej informacja o transmitowanym sy-
gnale jest przesylana za pomocg znakéw binarnych kodujacych przyrosty
warto$ci sygnatu od prébki do prébki

modulacja impulsowa
modulacja, w ktérej parametry unipolarnej fali nosSnej sg uzmienniane
w dyskretnych chwilach zgodnie z warto$ciami biezacych prébek sygnatu
modulujacego

modulacja impulsowo-kodowa
modulacja impulsowa, w ktérej wartosci probek sygnatu informacyjnego sa
kwantowane, a nastepnie kodowane stowami binarnymi; sfowom binarnym
sa przyporzadkowywane za pomocg odpowiedniego kodu sygnatowego cig-
gi impulséw elektrycznych, ktére sa nast¢pnie transmitowane do odbiornika

modulacja polozenia impulséw PDM
modulacja impulsowa, w ktorej zgodnie z biezacymi warto$ciami pro-
bek sygnalu informacyjnego uzmienniane jest przesunigcie impulséw
unipolarnej prostokatnej fali noSnej wzgledem chwil prébkowania

modulacja szerokosci impulséw PDM
modulacja impulsowa, w ktérej zgodnie z biezacymi wartoSciami prébek
sygnatu informacyjnego uzmienniana jest szeroko$¢ impulséw unipolarnej
prostokatnej fali nosnej

probkowanie chwilowe
sposéb formowania sygnatu sprébkowanego przez wymnozenie impulséw
unipolarnej fali prostokatnej przez wartosci sygnatu analogowego w chwi-
lach prébkowania; w wyniku otrzymuje si¢ sygnal PAM

probkowanie idealne
teoretyczny sposOb formowania sygnatu sprobkowanego przez wymnoze-
nie sygnatu analogowego przez okresowy cigg impulséw Diraca; w wyniku
mnozenia otrzymuje si¢ impulsowy sygnal sprobkowany

probkowanie naturalne
sposob formowania sygnatu sprobkowanego przez wymnozenie sygnatu
analogowego przez unipolarng fale prostokgtng o matym wspdiczynniku
wypetnienia

Literatura

[1] Osiowski J., Szabatin J.: Podstawy teorii obwodéw, tom II. WNT, Warszawa, wyd. 3, 1998.
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Lekcja 13

Modulacje cyfrowe

Lekcja 13, ostatnia, jest poSwiecona modulacjom cyfrowym. Rozpocznie-
my od ogdlnej charakterystyki cyfrowych systeméw modulacji i ich klasyfikacji.
Omoéwimy zasady reprezentacji geometrycznej sygnaléw zmodulowanych cyfro-
wo. Wprowadzimy pojecia przestrzeni sygnaléw, ich konstelacji oraz odleglosci w
tej przestrzeni. Rozpatrzymy zagadnienie odbioru sygnatéw zmodulowanych cy-
frowo i zasady ich detekcji. Dokltadniej rozpatrzymy modulacje dwuwartoSciowe
2PSK i 2FSK. Przeanalizujemy takze krétko modulacje wielowartoSciowe PSK
i FSK oraz modulacje QAM. Na zakoriczenie dokonamy poréwnania cyfrowych
systeméw modulacji sygnatow.

13.1. Ogolna charakterystyka modulacji
cyfrowych

Modulacje cyfrowe sg stosowane do transmisji danych binarnych w okre-
§lonych waskich roziacznych pasmach kanatu transmisyjnego przeznaczonych na
transmisj¢ poszczegdlnych sygnatéw. Wykorzystuje si¢ je np. w tacznoSci mode-
mowej, internetowej, radiowej w pasmie mikrofalowym i satelitarnej. Wprawdzie
sygnaly zmodulowane w systemach modulacji impulsowo-kodowej mogg by¢ réw-
niez transmitowane w waskich pasmach, mozliwe jest to jednak po zastosowaniu
dodatkowej modulacji analogowej, np. modulacji AM. W przypadku modulacji
cyfrowych waskopasmowy charakter sygnaléw wynika natomiast bezposrednio
Z samej istoty zastosowanego sposobu modulacji.

W cyfrowych systemach modulacji informacja o sygnale zakodowana w se-
kwencji znakéw binarnych ,,17 1 ,,0” lub sekwencji grup tych znakéw o okreslonej
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dtugosci jest przesytana do odbiornika w postaci ciagu krétkich impulséw harmo-
nicznych, ktérych amplituda, faza poczatkowa lub czgstotliwo$¢ jest uzmienniana
w zaleznoS$ci od transmitowanego strumienia danych. W bardziej ztozonych sys-
temach uzmiennieniu mogg podlegaé jednocze$nie dwa z tych parametréw.

13.1.1. Schemat cyfrowego systemu modulacji

Ogdlny schemat blokowy cyfrowych systeméw modulacji jest przedstawio-
ny na rys. 13.1. W systemach tych Zrédto informacji wysyta co 1" sekund jeden
z M symboli my,..., my. W przypadku, gdy M = 2, system modulacji na-
zywamy binarnym (2-wartoSciowym). W ogllnym przypadku system nazywamy
M-wartoSciowym.

Liczba M jest z reguly dodatnig catkowitg potega dwdjki, a transmitowane
symbole sa reprezentowane stowami binarnymi o dtugosci log, M. Na przyktad,
w systemach binarnych, najprostszych i najczgsciej stosowanych, oba symbole
m1 1 mg sg utozsamiane z symbolami binarnymi ,,1” oraz ,,0” (bitami). W sys-
temach 4-wartoSciowych poszczegdlne symbole sa reprezentowane ciggami ,,117
»107,,01” ,,00” (dwubitami), itd. Z reguly zaklada si¢, ze transmitowane symbole
sg rownoprawdopodobne.

Odcinek czasu o dlugosci 7', w ktérym jest transmitowany pojedynczy sym-

bol, bedziemy nazywac przedziatem symbolowym (ang. symbol interval). Odcinek
T obejmuje logy M odcinkéw czasu o dtugosci T, = T' /logy M réwnej czaso-
wi trwania bitu. Przedzial T}, bedziemy nazywaé przedziatem bitowym (ang. bit
interval). W przypadku binarnych systeméw modulacji 7, = T'.
Komentarz. Termin bit jest uzywany w dwoch znaczeniach. Oznacza on przede wszyst-
kim jednostke ilosci informacji. Stosowany jest takze umownie, aczkolwiek niezbyt pre-
cyzyjnie, na okreSlenie jednej pozycji binarnej, na ktérej mozna zapisa¢ znak binarny
»17 lub ,,0”. W podanych okre§leniach termin bit jest uzyty oczywiscie w tym drugim
Znaczeniu.

Zrédlo | ™i | Koder sygnatu |Yi i) v(f) Vv |Dekoder sygnatu
informacji transmitowanego| | ol =5 [t Detektor ™ sansmitowanego
+ Fala + Szum Estymata
nosna w(?) m

Rys. 13.1. Schemat blokowy cyfrowego systemu modulacji

Symbole wysylane ze Zrddta sa kodowane w koderze sygnatu transmitowa-
nego, ktérego zadaniem jest przyporzgdkowanie symbolowi m; odpowiedniego
N-elementowego wektora liczbowego v; = [yi1,¥i2, -+, Yin]| .4 =1,..., M,
(por. p. 7.4.2-A, B), gdzie indeks © oznacza transpozycje. Informacja zakodowa-
na w wektorach y; steruje modulatorem. Zadaniem modulatora jest wytworzenie
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w kolejnych przedzialach symbolowych sygnaléw y;(t) bedacych odcinkami har-
monicznej fali no$nej o dlugosci T'. Sygnaly y;(¢) sa nastepnie transmitowane
przez kanal do odbiornika, przy czym parametry tych sygnaléw: amplituda, faza
lub czestotliwo$¢ sg zmieniane w zaleznoSci od aktualnego wektora y;, a wigc
w zaleznoS$ci od symbolu m,; przesylanego w danym przedziale czasu 7T'. Ponie-
waz zmiany tych parametréw nastepujg skokowo, méwimy o kluczowaniu ampli-
tudy (systemy ASK — Amplitude-Shift Keying), kluczowaniu fazy (systemy PSK —
Phase-Shift Keying) lub kluczowaniu czestotliwosci (systemy FSK — Frequency-
Shift Keying).

W czasie transmisji sygnaly y;(t) sa znieksztalcane na skutek wystepowania
w kanale sygnatu zakldcajacego w(t). Najczesciej zaklada sie, ze w(t) jest addy-
tywnym biatym szumem gaussowskim. Kanal nazywamy wéwczas kanatem AWGN
(ang. Additive White Gaussian Noise). W kazdym przedziale czasu 1" na wejSciu
odbiornika pojawia si¢ zatem sygnat znieksztatcony v(t) = y;(t) + w(t), ktéry
przy duzym poziomie szumu moze znacznie odbiegaé¢ od sygnalu transmitowa-
nego. Zadaniem odbiornika jest podjecie w kazdym przedziale czasu T' decyzji,
ktéry z sygnaléw y;(t) zostal faktycznie w tym przedziale wystany. Decyzja ta
powinna by¢ oparta na okreslonej regule decyzyjnej i podjeta w sposéb optymalny
w sensie ustalonego kryterium optymalnosci. W kategoriach teorii optymalnego
odbioru oznacza to, ze zadaniem odbiornika jest wyznaczenie w kazdym prze-
dziale symbolowym 7' estymaty 7 transmitowanego symbolu m;, optymalne;j
w sensie tego kryterium.

13.1.2. Wlasciwosci sygnaléw zmodulowanych cyfrowo

Transmisja sygnatéw ASK i FSK moze by¢ koherentna lub niekoherentna,
podczas gdy sygnaty PSK sa zawsze transmitowane w systemach koherentnych.
Jak pamigtamy, system modulacji nazywamy koherentnym, jesli faza sygnatu
nadawanego jest znana po stronie odbiorcze;j.

Sygnaly transmitowane w systemach PSK i FSK charakteryzujg si¢ statg
w czasie amplitudg chwilowa. Wiasciwosci tej nie majg systemy ASK, ich am-
plituda chwilowa zmienia si¢ bowiem w zaleznoSci od transmitowanych symboli.
Podczas transmisji przez mikrofalowe linie radiowe oraz tacza satelitarne sygna-
1y ASK sa zatem bardziej narazone na nieliniowe znieksztalcenia spowodowane
nieliniowo$ciami ukltadéw wchodzacych w skfad tacza transmisyjnego. Z tego
wzgledu w zastosowaniach praktycznych sg preferowane systemy PSK i FSK i na
tych systemach skoncentrujemy przede wszystkim naszg uwage.

Nalezy jednak podkresli¢, ze w praktyce stosuje si¢ rdwniez r6zne warianty
wymienionych wyzej podstawowych rodzajéw modulacji cyfrowych, takie jak klu-
czowanie czestotliwosci z cigglq fazg (systemy CPFSK —ang. Continuous-Phase
Frequency-Shift Keying), szczeg6lny przypadek modulacji CPFSK z minimalnym
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rozstawem czestotliwosci (systemy MSK — ang. Minimum Shift Keying), rézniczko-
we kluczowanie fazy (systemy DPSK —ang. Differential Phase-Shift Keying), czy
kwadraturowa modulacja amplitudy (systemy QAM — ang. Quadrature Amplitude
Modulation), ktéra jest kombinacjg modulacji PSK i ASK.

We wspdlczesnych systemach transmisji danych coraz czesciej stosowane sg
zlozone wielowartosciowe rodzaje modulacji cyfrowych. Podstawowe znaczenie
majg jednak nadal najprostsze z nich binarne modulacje PSK i FSK, nazywane
modulacjami 2PSK i 2FSK. Modulacje te oméwimy w p. 13.3. Przedtem jed-
nak zapoznamy si¢ z ogélnymi zasadami reprezentacji sygnaléw zmodulowanych
cyfrowo w odpowiednich przestrzeniach funkcyjnych oraz sposobami ich opty-
malnego odbioru.

13.2. Geometryczna reprezentacja
sygnatlow zmodulowanych cyfrowo

13.2.1. Przestrzen i konstelacja sygnatéw

Analizg sygnaléw zmodulowanych cyfrowo, a zwlaszcza rozwigzanie zagad-
nienia ich optymalnego odbioru, utatwia wprowadzenie geometrycznej reprezen-
tacji sygnatéw. W ujeciu geometrycznym sygnaly yi(t),...,yar(t), transmito-
wane w kolejnych przedziatach symbolowych T', sg reprezentowane wektorami
w zwyklej skoficzenie wymiarowej przestrzeni wektorowej. Zasada tej reprezen-
tacji polega na przedstawieniu sygnaléw s;(t) w postaci kombinacji liniowych

y1(t) = y1ro1(t) + yopa(t) + ... + yinven(t)

Y2(t) = y2a1p1(t) + y2op2(t) + ... + yanen(t) (13.1)

ym(t) = ymip1(t) + ymopa(t) + ... + yunen(t)

pewnych standardowych rzeczywistych sygnatow ¢1(%),...,@n(t) okreslonych
w przedziale czasu 0 < ¢t < T i ortonormalnych w tym przedziale, tj. spel-
niajacych dla k,l = 1,ldots, N warunek (por. definicje 2.3-2.5 i wzdr (2.42)):

(‘Pk (t), "2 (t))[ﬁ(o,T) = fOT ©k (t)QOZ(t) dt =

- {1’ — (13.2)

0, k #1.
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Zgodnie ze wzorem ogllnym (2.33), wspbtczynniki y;5, 1 = 1,..., M, j =
1,..., N, kombinacji liniowych 13.1 sg okre§lone wyrazeniem:

T
Yij = (Yis P5)12(0,1) = /yz‘(t)SDj(t) dt. (13.3)
0

Sygnaly y;(t) mozna zatem traktowaé jako zbiér M punktéw y; =
(Yi1, Yi2s - - -, yin) W N-wymiarowe] przestrzeni funkcyjnej & rozpietej na ba-
zie ortonormalnej {1 (t),...,on(t)} (por. p. 2.3.4). Przestrzefi ta jest nazywana
przestrzeniq sygnatow, zas zbiér punktéw y;, reprezentujacych transmitowane sy-
gnaly y;(t), nosi nazwe konstelacji sygnatow.

Z okreslenia przestrzeni &7 wynika, ze kazdy sygnat x(¢) nalezacy do tej
przestrzeni mozna przedstawi¢ w postaci skoficzonego szeregu:

N
w(t) =Y wje;(t), (13.4)
j=1

ktérego wspdtczynniki z; = (x, ©;)2(0,1) 54 rzutem sygnatu x(t) na sygnaly ba-
zowe ©1(t),...,on(t). Istnieje przy tym wzajemnie jednoznaczne odwzorowa-
nie przestrzeni & w N-wymiarowa przestrzeii wektorowa %%, ktére sygnatowi
z(t) € & przyporzadkowuje wektor © = [x1,...,zn]7 € ZV o wspéirzednych
bedgcych wspétczynnikami rozwiniecia (13.4). Przypomnijmy, ze odwzorowanie
to zachowuje norme i iloczyn skalarny (por. komentarz w p. 2.3.4).

13.2.2. Odleglos¢ miedzy sygnalami

Rozpatrywanie sygnalow jako elementéw przestrzeni funkcyjnej & rozpietej
na ortonormalnej bazie {¢1(t),...,¢n(t)} umozliwia jednoznaczne okreslenie
odlegtosci miedzy dwoma sygnatami nalezacymi do tej przestrzeni. Odleglosé
p(x,y) miedzy dwoma sygnatami x(t), y(t) € 2 jest okreslona wzorem (por.
wzor (2.7)):

plz,y) = / () —y(0)]2 dt| (13.5)

Jezeli sygnaly x(t), y(t) € & sa reprezentowane w przestrzeni Z wek-
torami © = [z1,...,2y]7 i odpowiednio y = [y1,...,yn]’, to z wlasciwosci
zachowania norm w przestrzeniach & i Z" wynika, ze:

N 1/2
p(zy) = p(@,y) = | (@5 —y)* | - (13.6)
j=1
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Oznacza to, ze odlegtos¢ migdzy dwoma sygnalami z(t) i y(t) przestrzeni &
moze by¢ mierzona zwyklg euklidesowska odlegtoscig migdzy odpowiadajacymi
im wektorami x i y w przestrzeni Z" .

13.2.3. Detekcja sygnatéow zmodulowanych cyfrowo

Sformalizowanie pojecia odlegtosci miedzy sygnatami ma fundamentalne zna-
czenie dla prawidlowego przeprowadzenia operacji demodulacji. Demodulacja sy-
gnaléw zmodulowanych cyfrowo polega na detekcji sygnatéw nadawanych w ko-
lejnych przedzialach symbolowych 7' na podstawie obserwacji sygnatéw odbie-
ranych w tych przedziatach. Inaczej méwiac, demodulacja sygnatu sprowadza si¢
do rozstrzygnigcia w kazdym przedziale T', ktéry z sygnatéw y;(t) zostat nadany,
jesli odebrany zostat sygnat zaki6cony v(t) = y;(t) + w(t).

Sygnatowi v(t) odpowiada pewien wektor v = y; + w, gdzie y; jest wek-
torem przyporzadkowanym sygnatowi niezaktéconemu y;(t), natomiast w jest
wektorem w petni okreslonym przez przebieg (realizacj¢) w(t) szumu na odcin-
ku czasu T'. Poniewaz szum jest sygnatem losowym, dtugos¢ i kierunek wektora
w sg takze losowe. Przyjmiemy upraszczajace zalozenie, ze realizacja szumu w(t)
w przedziale czasu T nalezy do przestrzeni & rozpietej na ortonormalnej bazie
{e1(t),...,on(t)}, a wiec do tej samej przestrzeni, do ktdrej naleza sygnaly
transmitowane y(t), k = 1,..., M. Przy tym zaloZeniu elementem przestrzeni
& bedzie takze sygnal odebrany v(t). Sygnal ten moze réznié si¢ znacznie od
wszystkich sygnaléw yi(t), w tym takze od faktycznie nadanego sygnatu y;(t).
Zadaniem uktadu detekcji po stronie odbiorczej jest podjecie decyzji, ktory z sy-
gnatéw yi(t) zostal nadany, tak aby zminimalizowaé prawdopodobiefistwo po-
petnienia bledu. Reguta decyzyjna (optymalna w sensie kryterium najwiekszej
wiarygodnosci — por. np. [2], p. 7), sprowadza si¢ do wyznaczenia najmniejszej
sposréd odlegtosci p(v, yi), k = 1, ..., M, miedzy wektorem v, reprezentujacym
sygnal odebrany v(t), i wektorami yg, reprezentujacymi sygnaly y(t). Za nadany
uznajemy ten z sygnaléw yy (), ktérego wektor y;, jest najblizszy wektorowi v.

13.2.4. Podzial przestrzeni sygnaléw na obszary
decyzyjne

Optymalna regufa decyzyjna dzieli przestrzen sygnaléw na obszary decyzyjne.
Interpretacja tego podzialu jest przedstawiona na rys. 13.2 dla przypadku M = 2
i N = 2 przy zalozeniu, Ze transmitowane sg dwa sygnaly y;(t) i y2(t) o jedna-
kowych amplitudach. Réwnos$¢ amplitud oznacza réwnos$¢ diugosci wektoréw y;
i yo reprezentujacych te sygnaly. Sygnat odebrany jest reprezentowany wektorem
v = y; + w. W ilustrowanym przypadku dwuwymiarowa przestrzeni (ptaszczy-
zna) sygnaléw jest podzielona na dwa obszary decyzyjne Z; i Zy dwusieczng
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kata € migdzy wektorami y; i ys. Jesli punkt odpowiadajacy sygnatowi odebra-
nemu znajduje si¢ w obszarze Z;, podejmowana jest decyzja, ze zostal nadany
sygnat y; (t). Jesli natomiast nalezy on do obszaru Zs, podejmowana jest decyzja,
ze zostal nadany sygnat ys(t).

Tak okreSlona reguta decyzyjna minimalizuje Srednie prawdopodobieristwo
btednej transmisji znaku binarnego (tzw. bitowq stope btedow BER; ang. Bit-
Error-Rate). W podobny sposéb ksztattowane sg reguly decyzyjne dla M-
warto$ciowych systeméw modulacji dla M > 2. W kazdym przypadku mini-
malizowana jest bitowa stopa biedéw BER.

',r"/Prosta decyzyjna

Punkty
sygnatu i szumu

Punkty . =
sygnatu i szumu

Oéyeng\

Rys. 13.2. Dwuwymiarowa przestrzen sygnaléw i jej podzial na obszary decyzyjne

Z oméwionej wyzej optymalnej reguly decyzyjnej wynika praktyczna reali-
zacja detektoréw rozstrzygajacych, do ktérego z obszaréw decyzyjnych nalezy
odebrany sygnal. Uktad detektora moze by¢ zrealizowany w postaci banku kore-
lator6w wyznaczajacych iloczyny skalarne v; = (v, ¢;) r2(0,7) Sygnalu odebra-
nego v(t) z funkcjami bazowymi ¢;(¢). Iloczyny te s3 nastgpnie poréwnywane
z warto$ciami odpowiednio ustalonych progéw. Innym rozwigzaniem ukfadowym
jest bank filtréw dopasowanych (por. rys. 13.7). W nastepnym punkcie oméwimy
konkretne przyktady realizacji uktadowej detektoréw dla poszczegdlnych rodza-
jow modulacji.
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13.3. Modulacje PSK i FSK

13.3.1. Modulacja 2PSK

W systemie modulacji cyfrowej 2PSK z binarnym kluczowaniem fazy nada-
wane sg dwa sygnaly impulsowe o postaci:

2F
w@:ﬂﬁwﬂm+@):ﬂﬁgaMQH¢m 0<t<Ty, i=12 (13.7)
b

gdzie Yy jest amplitudg, {2 — pulsacja nosna, a ¢; —faza chwilowa:

0, gdy =1,

0i = {7’[‘, gdy i=2. (13.:8)
Oba sygnaly majg jednakowy czas trwania Tj, réwny czasowi transmisji jedne-
go znaku binarnego (i réowny w tym przypadku czasowi 7' transmisji symbolu)
oraz jednakowa energie E, = YZT}/2. W zapisie analitycznym tych sygnatéw
wygodnie jest wyraza¢ amplitude Yy przez parametry Ey i Tp.

Czas trwania T} sygnatéw y;(¢) powinien obejmowaé catkowity liczbe okre-
séw fali no$nej. Aby warunek ten byt spelniony, wartos¢ czestotliwosci F' = Q /27
fali noSnej musi by¢ catkowitg wielokrotnoscig czestotliwosci kluczowania 1/Ty,
tzn. musi zachodzi¢ réwnos¢ F' = k /Ty, gdzie k jest duzg liczbg catkowita.

Sygnaly y1(¢) i y2(t) reprezentujg symbole binarne ,,1” oraz ,,0”:

2F
y1(t) = 4/ Tb cosQt  — symbol ,,17,
b (13.9)

2F
ya(t) = —’/Tbcos Qt — symbol ,,0”.
b

Z postaci tych sygnaléw wynika, ze przestrzen sygnatéw w przypadku modula-
cji 2PSK jest przestrzenia jednowymiarowg (N = 1), ktérej baza zawiera tylko
jeden element:

2
wl(t):,/ﬁcosﬁt, 0<t<Ty. (13.10)

Sygnaly w1 (t) i y2(t) wyrazaja si¢ przez ten element nastgpujaco:

yl(t) = \/Eb(pl(t)7 0<t< Tb,
(13.11)

ya(t) = —VEppr(t), 0<t<Ty.

Przestrzeni i konstelacja sygnatéw 2PSK sg przedstawione na rys. 13.3. Two-
rzg ja dwa punkty y; i y2 nalezace do przestrzeni sygnaléw (w tym przypadku
jest nig linia prosta), o wspétrzednych:

Ty

Y11 = /yl(t)w(t) dt = VE, (13.12)

0
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oraz

Ty
Y21 = /y2(t)801(t) dt = —VEy. (13.13)
0

Odlegtosé migdzy sygnatami y;(t) i y2(t) w przypadku modulacji 2PSK wynosi
wiec 2V E},.

Prosta
decyzyjna

Obszar Z» Obszar Z1

R 0?,

Rys. 13.3. Przestrzeni i konstelacja sygnatéw 2PSK

Prosta sygnatéw jest podzielona punktem v = 0 na dwa obszary decyzyjne
Z1 1 Zo, ktére stanowiag dwie poétproste: 0 < v < oo i odpowiednio —oo < v < 0.
Jezeli wspélrzedna odebranego sygnalu nalezy do pdiprostej 0 < v < o0,
uklad decyzyjny podejmuje decyzje, ze zostat nadany sygnal y;(¢) (znak binar-
ny ,,1”). Jezeli natomiast wspo6trzedna odebranego sygnalu nalezy do pétprostej
—00 < v < 0, uklad decyzyjny podejmuje decyzje, ze zostal nadany sygnat yo (%)
(znak binarny ,,0”).

13.3.2. Generacja i demodulacja sygnatow 2PSK

Schemat blokowy modulatora sygnatéw 2PSK jest przedstawiony na
rys. 13.4a. Wynika on bezpoSrednio ze wzoréw (13.9)—(13.11). Dane binarne
w postaci ciggu symboli ,,1” i ,,0” sg doprowadzone do uktadu, ktéry zgodnie
z kodem sygnatowym NRZ (por. rys. 12.17¢) generuje bipolarny sygnal prosto-
katny. W poszczegdlnych przedziatach bitowych T} sygnat ten przybiera wartos$¢
VEy, gdy transmitowane sa znaki binarne ,,1” oraz wartos¢ —v/E}, gdy trans-
mitowane sg znaki binarne ,,0” (por. rys. 12.18c). Ze wzoréw (13.9) wynika, ze
w celu wytworzenia sygnalu 2PSK wystarczy tak uformowang fale prostokgtng
podac na jedno z wejs¢ ukladu mnozacego, na ktérego drugie wejscie jest podany
sygnal bazowy ¢1(t) = /2/T} cos Qt petnigcy zarazem role harmonicznej fali
nosnej. Na wyjsciu uktadu mnozacego otrzymujemy zmodulowany sygnat 2PSK.
Sygnaty na obu wejsciach uktadu mnozacego sg sterowane wspdlnym zegarem.

Uktad demodulatora sygnatu 2PSK jest przedstawiony na rys. 13.4b. Sygnat
odebrany v(t), bedacy sumg sygnatu 2PSK i szumu w(t), jest mnozony w kaz-
dym przedziale bitowym przez koherentny sygnat nosny 1 (¢) wytwarzany przez
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a)

Ciqg danych Koder Uktad Sygnat
binarnych NRZ mnozqcy 2PSK

¢
P, ()= \/% cos Q1

Korelator
i
1 7.
T ‘v, [ Uktad 1" jesli v,>0
dr i decyzyjny
L i —,.0"jesli v;<0
: ’
P1(1) Prég =0

Rys. 13.4. Schematy blokowe modulatora (a) i demodulatora (b) sygnatéw 2PSK

lokalny generator fali harmonicznej o tej samej czgstotliwosci. Sygnat iloczynowy
jest z kolei podawany na wejScie integratora, na ktérego wyjSciu w chwili kon-
czacej kolejny przedzial bitowy otrzymujemy pewna liczbe v = (v, 1) L2(0.Ty)-
Generator lokalny, ukfad mnozacy i integrator tworza tzw. detektor korelacyj-
ny. Wyjscie v detektora korelacyjnego jest poréwnywane z progiem réwnym
zeru i ukfad decyzyjny podejmuje decyzje. Jezeli v; > 0, zostaje podjeta decy-
zja o nadaniu znaku binarnego ,,1”, jezeli za§ v; < 0, zostaje podjeta decyzja
o nadaniu znaku binarnego ,,0”. W przypadku, gdy v; = 0, decyzja jest losowa.
Operacje te sg powtarzane w Kolejnych przedzialach bitowych.

13.3.3. Modulacja 2FSK

W systemie modulacji 2FSK z binarnym kluczowaniem czgstotliwosci w kaz-
dym przedziale bitowym nadawany jest jeden z dwdch sygnatéw:

2F
yi(t) = Yycos2mFit = \/TbcosQWFit, 1=1,2, 0<t<T,. (13.14)
b

Oba sygnaly maja jednakowy czas trwania 7p, jednakowe amplitudy Yj i energie
E, oraz rézne czestotliwosci Fy i Fp > Fi. Sygnal y1(t) o czestotliwosci no-
$nej F reprezentuje znak binarny ,,1”, natomiast sygnal y2(¢) o czestotliwosci
nosnej F» reprezentuje znak binarny ,,0”. Réznica F» — F} nosi nazwe rozstawu
czestotliwosci.

Przyjmiemy zalozenie, ze czestotliwosci no$ne F; obu sygnatéw sa dobrane
tak, aby spetniona byla réwnos¢:

ng + ¢

F;, =
K3 Tb Y

i=1,2, (13.15)
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gdzie ng jest odpowiednio duzg liczbg catkowita. Modulacja 2FSK przy takim do-
borze czestotliwo$ci noSnych jest nazywany modulacjg Sunde’a. Jak mozna fatwo
sprawdzi¢, w systemie modulacji Sunde’a zapewniona jest ciaglo$¢ fazy sygnatu
2FSK w kazdej chwili czasu, a wiec takze w chwilach kluczowania czgstotliwo-
$ci, a ponadto oba sygnaly y1(t) i y2(t) sg ortogonalne. Rozstaw czestotliwosci
w przypadku modulacji 2FSK Sunde’a wynosi 1/73, a wigc jest rowny odwrot-
nosci czasu transmisji jednego znaku binarnego.

Przestrzen sygnaléow 2FSK jest dwuwymiarowa (N = 2). Jej bazg tworza dwa

sygnaly:
2
wi(t) = \/? cos2nFit, 1=1,2, 0<t<T,, (13.16)
b

gdzie czestotliwosci nosne F; sg okreslone wzorem (13.15). Sygnaty y; (¢) i y2(t)
wyrazaja si¢ przez sygnaly bazowe nastgpujaco:

y1(t) = VEwe1(t),  y2(t) = VEpp2(t), 0<t<Th. (13.17)

Sa one zatem reprezentowane wektorami

Y = [\/E,O]T, Yo = [0, \/E,r . (13.18)

Konstelacja sygnatéw 2FSK jest przedstawiona na rys. 13.5. Odlegto$¢ miedzy
sygnatami 2FSK y;(t) i y2(t) przy zalozeniu tej samej energii Fj jest mniejsza
niz w przypadku sygnatéw 2PSK i wynosi \/2FE},. Prosta decyzyjna jest syme-
tralng odcinka taczacego punkty y; i yo i dzieli plaszczyzne sygnaléw na dwa
obszary decyzyjne Z1 i Z>. Jezeli odebranemu zakt6conemu szumem sygnatowi

v(t) odpowiada w przestrzeni sygnatéw wektor v = [v1,v2]7 o wspétrzednych
Ty
v = /v(t)goj(t) dt, j=1,2, (13.19)

0

nalezacych do obszaru Z;, podejmowana jest decyzja o nadaniu znaku ,,1”. Gdy
wspoélrzedne te naleza do obszaru Zs, podejmowana jest decyzja o nadaniu zna-
ku ,,0”.

13.3.4. Generacja i demodulacja sygnatow 2FSK

Schemat blokowy modulatora sygnatu 2FSK jest pokazany na rys. 13.6a. Ciag
znakéw binarnych ,,17 1 ,,0” jest podawany na uktad kodera poziomu, ktéry wy-
twarza unipolarny sygnal prostokatny przyjmujacy staly poziom vE, w tych
przedzialach bitowych, w ktérych nadawany jest znak binarny ,,1”” i poziom zero,
gdy nadawany jest znak binarny ,,0”. Koder poziomu koduje zatem cigg danych
binarnych kodem sygnatowym pokazanym na rys. 12.17b. W dolnym torze mo-
dulatora jest wlaczony inwerter, na ktérego wyjsciu wystepuje odwrdécony sygnat
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Rys. 13.5. Przestrzeni i konstelacja sygnatéw 2FSK

unipolarny, tj. sygnat przyjmujacy poziom zero, gdy na wyjsciu kodera wyste-
puje poziom /Ej, oraz poziom vEj, gdy na wyjsciu kodera wystepuje poziom
zero. Tak wigc, jeSli nadawany jest znak binarny ,,1”’, wlaczony jest lokalny gene-
rator fali no$nej o1(t) = \/2/T} cos 2 Fit o czgstotliwosci F) w torze gérnym
i wylaczony lokalny generator fali nosnej @o(t) = \/2/T} cos 2w Fat o czestotli-
wosci F» w torze dolnym. W przypadku, gdy nadawany jest znak binarny ,,0”,
sytuacja jest odwrotna. Na wyjSciu sumatora otrzymujemy zmodulowany sygnat
2FSK. Oba generatory lokalne sag w odpowiedni sposéb synchronizowane, tak
aby zapewnic cigglos$¢é fazy sygnatu zmodulowanego.

Innym sposobem generacji sygnatu 2FSK jest zastosowanie oscylatora VCO
(por. p. 11.3.1) kluczowanego sygnatem binarnym unipolarnym z wyjs$cia kodera.
Takze i w tym przypadku jest zapewniona ciaglo$¢ fazy sygnatu 2FSK.

Odbiér sygnatéw 2FSK moze by¢ koherentny lub niekoherentny. Schemat blo-
kowy odbiornika koherentnego jest pokazany na rys. 13.6b. Sktada si¢ on z dwéch
detektoréw korelacyjnych zawierajacych lokalne generatory bazowych przebiegéw
nosnych 1 (t) i w2(t). Sygnal odebrany v(¢) jest mnozony przez sygnaly bazo-
we w uktadach mnozacych. Sygnaly iloczynowe z wyj$¢ uktadéw mnozacych sa
podawane na wejscia integratorow, ktére zgodnie ze wzorem (13.19) obliczaja
w chwilach koriczacych kolejne przedzialy bitowe wspétrzedne vy i vo odebrane-
go sygnalu. Decyzja jest podejmowana na podstawie znaku réznicy Av = v —vo
tych wspétrzednych, ktéra jest poréwnywana w ukladzie decyzyjnym z progiem
réwnym zeru. Gdy Av > 0, tzn. wspétrzgdna v; jest wicksza od wspéirzednej va,
woéwczas punkt v, odpowiadajacy na plaszczyZnie sygnaldw z rys. 13.5 sygnatowi
odebranemu, lezy w obszarze decyzyjnym Z; i podejmowana jest decyzja o nada-
niu znaku binarnego ,,1”. Gdy Av < 0, punkt v lezy w obszarze decyzyjnym Z»
i podejmowana jest decyzja o nadaniu znaku binarnego ,,0”.
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Rys. 13.6. Schematy blokowe modulatora (a) i demodulatora (b) sygnatéw 2FSK

W  przypadku odbioru niekoherentnego sygnatéw 2FSK demodulator
(rys. 13.7) zawiera dwa filtry o odpowiedziach impulsowych h;(t) =
2/Typi(Ty — t), i = 1,2. Filtry o takich odpowiedziach impulsowych nazy-
wamy dopasowanymi do sygnatléw bazowych ¢;(t). Sygnaty z wyj$¢ filtréw do-
pasowanych sg podawane na detektory obwiedni (por. p. 10.3.5). Z kolei sygnaly
wyjSciowe detektoréw obwiedni sg prébkowane w chwili ¢ = Tj, (prébkowanie
w tej chwili zapewnia najwigkszy stosunek sygnat-szum dla pobranej prébki).
Jezeli warto$¢ [, probki obwiedni w gérnym kanale odbiornika jest wieksza od
wartos$ci probki ls w kanale dolnym, podejmowana jest decyzja o nadaniu znaku
binarnego ,,1”. W przeciwnym przypadku podejmowana jest decyzja o nadaniu
znaku binarnego ,,0”.

13.3.5. M -wartosciowe modulacje PSK i FSK

W podobny sposéb jak w binarnych systemach 2PSK i 2FSK sa generowane
sygnaly w M-wartoSciowych systemach kluczowania fazy i czestotliwosci, gdzie
M = 2F, k = 2,3,... W systemach tych informacja zZrédiowa jest przesytana
w postaci M symboli my, ..., mys, reprezentowanych ciggami binarnymi o dtu-
gosci k. Kazdy symbol jest przesytany w odcinku czasu o diugosci 1" réwnej dtu-
gosci przedziatu symbolowego i obejmujacym logy M przedziatéw bitowych Ty,
W modulatorze symbolom tym sg przyporzadkowane sygnaty yi(t),...,yar(t),
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Rys. 13.7. Schemat blokowy demodulatora sygnatu 2FSK w przypadku odbioru niekoherentnego

bedace odcinkami harmonicznej fali no$nej o dlugosci 7', ktérych faza albo cze-
stotliwo$¢ przybiera jedng z M, zwykle réwnoodlegtych, wartosci. Sygnaly te sg
nast¢pnie transmitowane do odbiornika.

Sygnaty generowane w systemie 4PSK, nazywanym takze systemem QPSK,
zostaly oméwione juz wczes$niej (przy innych oznaczeniach) w przyktadzie 2.1
(p. 2). Postuzyt on nam woéwczas do interpretacji pojecia przestrzeni funkcyjne;j
sygnaléw oraz jej bazy i wymiaru. Obecnie przykiad 2.1 mozemy przesledzi¢ po-
nownie pod katem zastosowania tych poje¢ do opisu, analizy, a przede wszystkim
optymalnej detekcji sygnatéw zmodulowanych cyfrowo. Wynika z niego m.in., ze
przestrzen sygnatéw QPSK jest dwuwymiarowa. Przebiegi sygnaléw generowa-
nych w systemie QPSK zostaly przedstawione na rys. 2.1, a ich konstelacja —na
rys. 2.2.

Generacja i demodulacja wielowarto$ciowych sygnatéw PSK i FSK jest reali-
zowana wedlug podobnych zasad, co w przypadku modulacji binarnych. Wzrasta
jedynie stopien zlozono$ci modulatoréw i demodulatoréw. Nie byloby zatem ce-
lowe stosowanie wielowartoSciowych systeméw modulacji cyfrowej, gdyby nie
wynikajace stad korzySci. Zastepowanie przez projektantéw systemOw transmisji
danych prostych modulacji binarnych znacznie bardziej zfozonymi modulacjami
wielowarto§ciowymi jest podyktowane przede wszystkim checia coraz bardziej
efektywnego wykorzystania zdolnoSci transmisyjnych kanalu, a wiec dgzeniem
do przesylania jak najwickszej informacji w jak najwe¢zszym pasmie i przy naj-
mniejszej mozliwej bitowej stopie bledow BER.

Ogo6lnie mozna powiedzieé, ze przy ustalonej wymaganej wartoSci BER, usta-
lonej mocy nadajnika i staltym poziomie (statej ggstosSci widmowej) szumu, zwiek-
szanie liczby M umozliwia przeslanie tej samej informacji w wezszym pasmie.
Na przyktad, dokfadna analiza wykazuje, ze przy tej samej wartoSci BER, tej sa-
mej mocy nadajnika i tym samym poziomie szumu, w systemie QPSK mozna
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w ciggu jednej sekundy przestaé takg samg ilo$¢ informacji co w systemie 2PSK,
zajmujac przy tym w kanale dwa razy mniejsze pasmo. Oznacza to, ze w systemie
QPSK w tym samym pa$mie mozna przesta¢ w ciagu jednej sekundy dwukrotnie
(w systemach M-PSK log, M -krotnie) wigcej informacji w poréwnaniu z sys-
temem 2PSK (por. p. 13.4.7). Oznacza to takze, ze w systemie QPSK w tym
samym pasmie mozna przesyta¢ informacj¢ z tg samg szybkoScig co w systemie
2PSK, ale przy mniejszej mocy nadajnika.

Nieco gorsze wlasciwos$ci majg wielowarto$ciowe systemy FSK. Przy zalozo-
nej wartoSci BER umozliwiaja one takze redukcje mocy nadajnika, ale uzyskuje
si¢ to kosztem poszerzenia ich pasma.

13.3.6. Modulacja QAM

Z poréwnania konstelacji sygnaléw 2PSK (rys. 13.3) i QPSK (rys. 2.2) wyni-
ka, ze — przy zalozonej warto$¢ energii F, przypadajacej na jeden transmitowany
bit — odleglo$¢ miedzy sygnatami w obu systemach jest jednakowa i réwna 2+/E},.
Wynika to z faktu, ze w systemie QPSK Yy = \/2E/T, E = 2E}, oraz T = 2T,
Jednak poczawszy od M = 8 w systemach M-PSK odlegio$¢ miedzy najblizej
potozonymi punktami konstelacji maleje. Oznacza to trudniejsze warunki popraw-
nego rozrézniania transmitowanych sygnaléw y;(t) po stronie odbiorczej przez
ukfad detektora, a w konsekwencji — zmniejszenie prawdopodobiefistwa popraw-
nej detekcji sygnatu M-PSK. Tak wigc, mimo zZe systemy M-PSK sa potencjalnie
bardziej atrakcyjne dla zastosowan praktycznych z uwagi na wezsze pasmo zaje-
te w kanale niezbedne do przestania tej samej informacji w ciaggu sekundy, ich
odporno$¢ na zakiécenia maleje ze wzrostem M.

Ze wzgledu na mniejsza odporno$¢ na zakidcenia systeméw M-PSK sa one
w praktyce wypierane przez wielowartoSciowe kwadraturowe modulacje amplitu-
dy QAM z jednoczesnym kluczowaniem amplitudy i fazy. Na przyktad, w syste-
mie 32-warto§ciowym QAM, stosowanym jako jeden ze standardéw w facznosci
modemowej, transmitowane symbole sg kodowane za pomocg czterech wartosci
amplitudy impulséw i o§miu wartoSci fazy poczatkowej. Przy zatozonej energii
F}, wymaganej do przeslania jednego bitu, M-wartosciowy system QAM umoz-
liwia podobng redukcje pasma jak system M-PSK i zapewnia przy tym wieksze
prawdopodobienstwo poprawnej detekcji. Jest to konsekwencja korzystniejszej
konstelacji sygnatlu M-QAM. OdlegtosSci migdzy poszczegdlnymi jej punktami
sa bowiem wigksze niz w przypadku sygnatu M-PSK. Systemy QAM wymaga-
ja jednak bardzo doktadnego zapewnienia liniowoSci kanalu w catym zakresie
zmian amplitudy sygnaléw.

Dokladniejsze omoéwienie wielowartoSciowych systemow modulacji cyfro-
wych mozna znalezé np. w [1], p. 8.13, 8.19.
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13.4. Analiza widmowa sygnalow
zmodulowanych cyfrowo

13.4.1. Zwigzek miedzy widmem sygnatlu a widmem jego
obwiedni zespolonej

W badaniu wlasciwosci i poréwnaniu réznych systeméw modulacji cyfrowe;j
pod katem ich zastosowan w praktyce wazng rol¢ odgrywa analiza widmowa sy-
gnaléw zmodulowanych. Poniewaz sygnaly te sg waskopasmowe, w celu zbadania
ich widm wygodnie jest postuzy¢ si¢ ich reprezentacja za pomocg drgania uogol-
nionego (por. p. 10.1.4). Reprezentacje t¢ wykorzystamy do ustalenia zwigzku
mi¢dzy widmem sygnalu a widmem jego obwiedni zespolonej. Na tej podsta-
wie bedzie mozna w prosty spos6b wyznacza¢ widma sygnaléw zmodulowanych
cyfrowo.

Sygnaly zmodulowane cyfrowo sg ciggami sygnaléw y;(¢) transmitowanych
w kolejnych odcinkach czasu 1" zgodnie z biezagcymi symbolami m;. Poniewaz
informacja Zrédtowa zakodowana w tych symbolach jest losowa, sygnaly zmodu-
lowane cyfrowo maja charakter losowy. Jednak podobnie jak w przypadku analizy
widmowej sygnaléw zmodulowanych analogowo, w celu zbadania podstawowych
cech widmowych sygnatéw zmodulowanych cyfrowo wystarczy rozpatrzy¢ deter-
ministyczne modele sygnatu modulujgcego i sygnalu zmodulowanego.

Zalozymy, ze sygnal y(¢) zmodulowany cyfrowo jest reprezentowany drga-
niem uogdlnionym okreslonym wzgledem pulsacji €2 (por. definicje 10.5):

y(t) =Y (t) cos[Qt + p(t)], (13.20)

gdzie Y'(t) jest amplitudg chwilowa (obwiednig rzeczywista), a (t) —fazg chwi-
lowa. W przypadku sygnaléw z kluczowaniem amplitudy i fazy jako pulsacje 2
przyjmuje si¢ pulsacj¢ noSng, natomiast w przypadku sygnatéw z kluczowaniem
czgstotliwosci — §rednig arytmetyczng pulsacji no$nych (por. p. 13.4.3).

Drganie uog6lnione (13.20) mozna przedstawi¢ w postaci:

y(t) = Re {Y(t) eﬂmﬂ’(tﬂ} = Re {Y(t) eiﬂt}, (13.21)

gdzie .
Y (t) = Y (t) 9®) (13.22)

jest obwiednig zespolong sygnatu y(¢). Przypomnijmy, ze obwiednia zespolona
jest sygnatem wolnozmiennym w porédwnaniu z falg nosna.

Poniewaz cze$¢ rzeczywistg liczby zespolonej z mozna zapisaé jako Re z =
(z +2%)/2, wzér (13.21) mozemy przepisaé w postaci:

1Qt * —iQt
y(t):Y(t)eJ +2Y (&)™ (13.23)
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Whioskujemy stad, ze widmo Y (w) sygnalu zmodulowanego y(¢) mozna wyzna-
czy¢ na podstawie widma Y (w) jego obwiedni zespolonej Y (¢). Zwiazek migdzy
tymi widmami wynika wprost ze struktury réwnosci (13.23). Obliczajac transfor-
maty Fouriera (w sensie granicznym) obu stron tej réwnosci i korzystajac przy
tym z twierdzenia o przesuni¢ciu w dziedzinie czestotliwosci (0 mnozeniu przez
sygnal exp(jQt) w dziedzinie czasu) oraz z wlasciwosci (3.17) przeksztalcenia
Fouriera, zgodnie z ktéra, jesli Z[Y ()] = Y (w), to Z[Y*(t)] = Y*(—w),
otrzymujemy:

Y(w) = /y(t)e—jwt w—
:% /Y(t) —iw=Dt g4 4 / Y*(t) —jwt)t g (13.24)
— V- + Y (w-9).

Zwiazek (13.24) stanowi punkt wyjscia do analizy widmowej sygnaléw zmo-
dulowanych cyfrowo.

13.4.2. Widmo sygnatu 2PSK zmodulowanego okresowa
falg prostokatng

Zatozymy, ze w systemie 2PSK ciag danych binarnych jest sekwencja naprze-
miennie powtarzanych znakéw binarnych ,,0” i ,,1” (rys. 13.8a). W modulatorze
sygnalu 2PSK (por. rys. 13.4a) koder NRZ wytwarza wowczas okresowg bipo-
larng falg prostokatng z(t) o okresie 27} i pulsacji podstawowej wg = m/T}
(rys. 13.8b), ktora jest nastgpnie mnozona przez fale noSng w uktadzie mnoza-
cym. W wyniku otrzymujemy szczeg6lny przypadek sygnatu 2PSK zmodulowa-
nego deterministyczng falg prostokatng (rys. 13.8c). Przez analogi¢ mozna po-
wiedzied, ze przypadek ten odpowiada modulacji jednym tonem w analogowych
systemach modulacji. Modulujaca fala prostokatna petni tu takg samg role proste-
go testowego deterministycznego sygnatu modulujgcego, jak sygnat harmoniczny
w przypadku modulacji analogowych. Analiza widma sygnatu 2PSK zmodulowa-
nego okresowg fala prostokgtng postuzy nam do wyciagnigcia ogélnych wnioskéw
o strukturze widmowej sygnaléow 2PSK.

Ze sposobu generacji sygnatu 2PSK zmodulowanego okresowg falg prostokat-
na x(t) wynika, zZe sygnat ten jest iloczynem sygnatu x(t) i fali nosnej Yy cos 2,
a wigc jest rownowazny sygnalowi AM-SC, ktérego funkcja modulujaca m(t)
jest réwna fali prostokatnej x(¢). Obwiednia zespolona Y (¢) = Ypx(t) tego sy-
gnalu jest w tym przypadku rzeczywista, wobec czego wzér (13.24) upraszcza
do postaci:

Y(w) = %[Y(w _ Q)+ Y (w+9), (13.25)
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gdzie widmo Y (w) = Yy X (w) obwiedni zespolonej sygnalu zmodulowanego jest
okre§lone wzorem (por. wzor (3.53)):

Y(w)=2rY 3 Sa (kgr) 5 (w - k%) . (13.26)

k=—o0

k0
Widmo amplitudowe |Y (w)| obwiedni zespolonej sygnatu 2PSK zmodulo-
wanego okresowa falg prostokatng jest pokazane na rys. 13.8e. Z jego struktury
wynika bezposrednio struktura widma amplitudowego |Y (w)| sygnatu zmodulo-
wanego y(t). Widmo to jest rozszczepionym na dwie czesci widmem amplitudo-
wym jego obwiedni zespolonej. Czesci te sa przesunicte do punktéw +£2 i maja
dwukrotnie mniejszg gestos¢ widmowa. Prawostronna czg$¢ widma skfada sig
z zespolu prazkéw skupionych wokoét pulsacji nosnej €2 i oddalonych od tej pul-
sacji o kwo = km /Ty, gdzie k jest liczbg nieparzystg (prazki dla k parzystych sg
réowne zeru). Prazki te leza na obwiedni 7Yy Sa(w — ©)7}/2]| i maleja w miarg
oddalania si¢ od pulsacji €2, przy czym ich wysoko$ci s odwrotnie proporcjonal-
ne do k. Widmo |Y (w)| nie zawiera prazka w punkcie €2 (sygnal zmodulowany
nie zawiera skladowej nosnej) i teoretycznie jest nieskoniczone. Jednak zasadni-
cza czgs$¢ mocy sygnalu zmodulowanego jest zawarta w pierwszej parze prgzkéw
bocznych o pulsacjach 2 +7/T},. Moc zawarta w dalszych parach prazkéw bocz-

nych maleje proporcjonalnie do k2.

13.4.3. Widmo sygnatu 2FSK zmodulowanego okresowa
falg prostokatng

Z kolei ze sposobu generacji sygnalu 2FSK (por. p. 13.3.4) wynika, ze sy-
gnal 2FSK zmodulowany okresowq falg prostokatng (rys. 13.8d) jest rtéwnowazny
zmodulowanemu tg samg falg prostokatng sygnatowi FM o czg¢stotliwosci nos$nej
F = (Fy + F»)/2 réwnej Sredniej arytmetycznej czestotliwosci Fy i F» oraz de-
wiacji czestotliwosci AF = (Fy — F)/2 réwnej polowie rozstawu czestotliwosci
F5 — F. Analiza widma obwiedni zespolonej tego sygnalu jest znacznie bardziej
zlozona. Mozna wykazaé ([3], rozdz. 9), ze widmo to jest okreSlone wzorem:

o
Y(w) =nY 3 {sa [g(k . 1)} +(~1)*Sa [%(k + 1)} } 5 (w - k%) ,

(13.27)
gdzie | = (Fy — F1)Ty jest rozstawem czestotliwosci unormowanym wzgledem
czasu T trwania jednego znaku binarnego. Zauwazmy, ze w przypadku modulacji
2FSK Sunde’a, okre§lonej warunkiem (13.15), unormowany rozstaw czestotliwo-

$ci wynosi [ = 1.
Widmo amplitudowe obwiedni zespolonej sygnalu 2FSK zmodulowanego
okresowa falg prostokatng dla [ = 2,5 jest pokazane na rys. 13.8f. Wynika stad, ze
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Rys. 13.8. Sygnaty 2PSK i 2FSK zmodulowane okresowa fala prostokatng: ciag znakéw binarnych

(a), sygnat modulujacy (b), sygnal zmodulowany 2PSK (c), sygnal zmodulowany 2FSK (d), wid-

mo obwiedni zespolonej sygnatu 2PSK (e) oraz widmo obwiedni zespolonej sygnatu 2FSK dla
parametru [ = 2,5 (f)
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widmo amplitudowe sygnatu 2FSK zawiera prazki roztozone symetrycznie wokot
pulsacji Q = (21 +Q2)/2 i oddalone od siebie o 7/T}. Podobnie jak w przypad-
ku modulacji 2PSK, widmo to jest teoretycznie nieskoriczone. Poniewaz jednak
sygnal 2FSK zmodulowany okresowa falg prostokgtng jest rtéwnowazny sygnalowi
FM, wiec —tak jak dla kazdego sygnatu FM — prazki lezace dostatecznie daleko
od pulsacji 2 sg na tyle mate, Ze mozna je pomingé. Tak wiec réwniez w przy-
padku sygnatu 2FSK zmodulowanego okresowa falg prostokgtng zasadnicza czgs¢é
mocy jest zawarta w waskim pasmie wokét pulsacji noSne;.

13.4.4. Widma mocy sygnaléw 2PSK i 2FSK
zmodulowanych dowolnym sygnatem

Przeprowadzona w poprzednich punktach analiza widmowa sygnatéw 2PSK
i 2FSK dla szczegdlnego przypadku okresowej prostokatnej fali modulujacej daje
jedynie orientacyjny poglad na ogdlny charakter widm tych sygnatéw. W rzeczy-
wistosci sygnaly modulujace sa pewnymi nieokresowymi falami prostokatnymi,
a wigc widma sygnatéw 2PSK i 2FSK sg ciggte. W celu doktadnego zbadania ich
wlasciwos$ci konieczne jest uwzglednienie losowego charakteru sygnaléw modulu-
jacego i zmodulowanego oraz wprowadzenie ich odpowiednich modeli losowych.
Wymagatoby to szerszego oméwienia elementéw teorii proceséw stochastycznych,
a w szczegllnosci wprowadzenia opisu sygnatléw losowych w dziedzinie czesto-
tliwosci. Z koniecznoSci ograniczymy si¢ do podania podstawowych wiadomosci
niezbednych do sformutowania ostatecznych wnioskéw.

Podstawowq charakterystyka sygnaléw losowych w dziedzinie czestotliwosci
jest widmo mocy opisujace rozktad mocy sygnatu wzdluz osi pulsacji. Widmo
mocy analogowego sygnatu losowego x(t) jest oznaczane zwykle S;(w). Od-
powiednikiem zwigzku (13.24) w przypadku sygnaléw losowych jest zwigzek:

S, (w) = i [Sy(w — Q) + Sy(w + Q) (13.28)

gdzie € jest pulsacja nosna, S, (w) widmem mocy sygnatu zmodulowanego oraz
Sy (w) widmem mocy jego obwiedni zespolonej. Zwigzek ten jest stuszny, jesli
oba skladniki widma (13.28) sa symetryczne wzglgdem pulsacji +£2. Warunek
ten dla wigkszosci sygnatéw zmodulowanych cyfrowo jest spelniony. Tak wigc
réwniez w przypadku sygnatéw losowych do wyznaczenia widma mocy sygnatu
zmodulowanego cyfrowo wystarcza znajomos¢ widma mocy jego wolnozmiennej
obwiedni zespolone;.

W przypadku modulacji 2PSK pulsacja 2 we wzorze (13.28) jest pulsacjg
no$na sygnatu 2PSK, natomiast w przypadku modulacji 2FSK - §rednig arytme-
tyczng (91 + Q2)/2 pulsacji no$nych. Petna analiza widm mocy obwiedni ze-
spolonej sygnaléw 2PSK i 2FSK jest zlozona. Mozna wykaza¢ ([1],p. 8.20), ze
jesli znaki binarne ,,1” 1 ,,0” przesylane w poszczegdlnych przedziatach bitowych
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T} s statystycznie niezalezne i réwnoprawdopodobne, to widmo mocy obwiedni
zespolonej sygnalu 2PSK jest opisane wzorem:

Sy (w) = 2E}, Sa® (“‘?’) , (13.29)
gdzie E} oznacza, tak jak poprzednio, energiag pojedynczego impulsu y;(t) przy-
padajaca na jeden transmitowany bit. Wykres prawostronnego widma (13.29)
unormowanego wzgledem wartoSci 2E;, w funkcji zmiennej unormowanej v =
wTp/2m jest pokazany na rys. 13.9a. Zmienna v jest czgstotliwo$cig unormo-
wang wzgledem czasu T; trwania znaku binarnego. Z wykresu tego i z zalez-
nosci (13.28) wynika, ze widmo mocy S, (w) sygnatu 2PSK jest skupione wo-
K6t pulsacji =€ i ma charakterystyczna strukture listkowa typu Sa?. Maksima
listkéw bocznych maleja zatem w miar¢ oddalania si¢ od punktéw +{) z kwa-
dratem pulsacji. Zasadnicza cze¢$§¢ mocy sygnatu 2PSK jest skupiona w pasmach
Q—27/T, < w < Q+27/T} oraz —Q—27 /T, < w < —Q+27/T}, 0 szerokosci
47 /T, obejmujacych listki gléwne jego widma mocy.

A Sy(@)
1,0

0,5

0 0,5 1,0 1,5 20 v

Rys. 13.9. Unormowane widma mocy obwiedni zespolonych sygnatéw: 2PSK (a) oraz sygnatu
2FSK w przypadku modulacji Sunde’a (b)

Przy tych samych zalozeniach widmo mocy obwiedni zespolonej sygnatu
2FSK w przypadku modulacji Sunde’a (tj. dla unormowanego rozstawu czesto-
tliwosci [ = 1) jest opisane wzorem:

2F, cos? (“Lb
Syw=rn—lw——=|+dlw+—]]| + . (13.30
Y( ) a Tb (w2Tb2—7I'2)2 ( )

Widmo to sktada si¢ z czesci dystrybucyjnej i czesci cigglej o strukturze listko-
wej. Prawostronna cze$¢ widma (13.30) unormowanego wzgledem wartosci 2E),
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zostata wykres§lona w funkcji zmiennej unormowanej v = wT},/2m na rys. 13.9b.
Zauwazmy, ze poniewaz granica tego widma przy v — 0,5 jest r6zna od zera,
pierwsze jego zero wystepuje dopiero dla wartosci v = 1,5.

Z wykresu 13.8b i wzoru (13.28) wynika, ze widmo mocy sygnatu 2FSK
w przypadku modulacji Sunde’a sktada si¢ z czeSci dystrybucyjnych i czescei
ciggtych skupionych wokél punktéw +%2, gdzie Q = (Q; + Q9)/2. Sktadniki
dystrybucyjne wystepuja w punktach odleglych o 7/T} od punktéw +Q (o 0,5
w skali zmiennej v). Natomiast maksima listkéw bocznych czesci cigglych maleja
w miare oddalania si¢ od punktéw +€2 z czwarta potega pulsacji, a wiec bardzo
szybko. Zasadnicza cze$¢ mocy sygnatu 2FSK Sunde’a jest skupiona w pasmach
Q—=37/Ty < w < Q+3n/T oraz —Q — 37/T < w < —Q + 37/Tp, a wige
szerszych niz w przypadku sygnatu 2PSK.

Nalezy podkresli¢, ze obecnos¢ sktadowych harmonicznych w sygnale 2FSK
Sunde’a, zwigzanych ze sktadnikami dystrybucyjnymi jego widma mocy, jest wy-
korzystywana w praktyce do synchronizacji pracy odbiornika i nadajnika w przy-
padku koherentnego odbioru sygnatéw 2FSK. Dodajmy takze, ze jezeli czesto-
tliwosci noSne £} i F» sygnatu 2FSK nie spelniajg warunku Sunde’a (13.15), to
jego widmo mocy maleje wolniej przy oddalaniu si¢ od pulsacji £€2 (z kwadratem
pulsacji).

13.4.5. Efektywnos¢ widmowa systeméw 2PSK i 2FSK

Jak juz podkreslaliSmy, w praktyce w systemach modulacji cyfrowych dazy
si¢ do przesfania jak najwigkszej informacji w jak najwezszym pasmie. Waznym
parametrem, okre$lajacym miare wykorzystania pasma w danym systemie modu-
lacji, jest jego efektywnos¢ widmowa (ang. spectral efficiency) zdefiniowana jako:

o b [bit/s} : (13.31)

B Hz

gdzie Ry, = 1/Ty jest bitowq szybkosciq transmisji (ang. bit rate), wyrazong w bi-
tach na sekundg, za§ B — miarg szerokoSci pasma zaj¢tego przez sygnal wyrazong
w hercach. Efektywnos$¢ widmowa p systemu modulacji okresla zatem liczbe bi-
tow przestanych w tym systemie w ciggu jednej sekundy przypadajacg na 1 Hz
pasma sygnatu.

Bitowa szybko§¢ transmisji Rj jest okreSlona jednoznacznie. TrudnoSci wy-
stepuja natomiast z jednoznacznym okre§leniem szeroko$ci pasma B sygnatu.
Z teoretycznego punktu widzenia pasma sygnaléw zmodulowanych cyfrowo sg
bowiem nieskoriczone (por. wzory (13.29) i (13.30) oraz wykresy na rys. 13.9).
Jednak zasadnicza cze$¢ mocy tych sygnaléw jest zawsze zawarta w pewnym
skoiiczonym pasmie, ktérego szerokos¢ moze by¢ okre§lana w rézny sposob,
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zgodnie z przyjetg arbitralnie definicja. Najczesciej jako szerokoS$¢ pasma sygna-
Tu zmodulowanego cyfrowo przyjmuje si¢ szerokos¢ listka giéwnego jego widma
mocy.

Z wykreséw przedstawionych na rys. 13.9 wynika, ze — przy tak przyjetej mie-
rze — szeroko$ci pasma sygnatéw modulowanych w systemach 2PSK i 2FSK Sun-
de’a (wyrazone w hercach) wynosza odpowiednio Bopsk = 2/T}, oraz Bopsk =
3/Ty. Efektywnosci widmowe tych systemow sa zatem réwne popsg = 1/2 oraz
parsk = 1/3. Widzimy wigc, ze pod tym wzgledem system 2PSK ma przewage
nad systemem 2FSK Sunde’a.

13.4.6. Efektywnos¢ widmowa systeméw N — PSK
i M —FSK

Aby przyblizy¢ problemy, ktére muszg rozwigzywaé w praktyce projektanci
systemdéw transmisji danych, celowe jest poréwnanie efektywnos$ci widmowych
systemdéw 2PSK i 2FSK z systemami wielowartoSciowymi PSK i FSK. Poréw-
nanie to przeprowadzimy przy zalozeniu jednakowych przedzialéw bitowych Tj
i jednakowych energii Ej przypadajacych na jeden transmitowany bit, tj. jedna-
kowych amplitud sygnaléw y;(¢) w réznych systemach.

Z uwagi na zalezno$¢ (13.28) wystarczy dokonaé poréwnania widm mocy
obwiedni zespolonych sygnatéw. Stosunkowo prosto mozna wyprowadzié¢ ogol-
ny wzoér okreslajacy widmo mocy obwiedni zespolonej sygnaléw M-PSK. Mozna
pokazad, ze dla tych sygnatéw:

> (13.32)

Sy (w) = (2B, log, M) Sa? {“’Tblog?M} |
Widzimy wigc, ze widma mocy obwiedni zespolonej sygnaléw M-PSK majg iden-
tyczny ksztaltt jak w przypadku sygnatu 2PSK (por. wzér (13.29)), przy czym
ulegaja one zwezeniu w stosunku log, M, a jednoczesnie ich ggstosci widmowe
wzrastaja (log, M )-krotnie. Na rys. 7.68 pokazano widma mocy obwiedni zespo-
lonej sygnatéw M-PSK dla przypadkéw M = 2, 4 i 8. Widma te wykreslono
w unormowanej wzgledem wartosci 2Fj, skali rzgdnych w funkcji unormowanej
czgstotliwosci (w/2m)Ty. Szeroko$¢ pasma sygnatéw M-PSK (wyrazona w her-
cach), zdefiniowana jako szerokos$¢ gtéwnego listka widm (13.32), jest okreSlona

wzorem:
2 2

BMpSK = o = ————.
MPSK =T ™ Tylog, M

gdzie T' = T} logy M jest przedzialem symbolowym. W poréwnaniu z systemem
2PSK szeroko$¢ pasma maleje zatem w stosunku logy M.

Analiza widma mocy obwiedni zespolonej sygnaléw M-FSK jest w ogdl-
nym przypadku bardzo ztozona. Wzglednie prosto szeroko$¢ pasma tych sygna-
téw mozna oszacowaé w przypadku, gdy czestotliwosci nosne F; sygnatéw y; (t)

(13.33)
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A Sy(w)
3,0 ~ 2B

Rys. 13.10. Unormowane widma mocy sygnatéw M-PSK

przesytanych w poszczegdlnych przedziatach symbolowych o diugosci T' sa okre-
§lone wzorem F; = Fy + /2T, i = 1,..., M, gdzie F, jest pewna czestotli-
woscig. Odstepy migdzy kolejnymi czestotliwoSciami F; sa wéwczas jednakowe
i réwne 1/2T, a rozstaw czgstotliwosci unormowany wzgledem czasu 7' wynosi
(Fiy1— F;)T = 1/2. W takim przypadku zasadnicza cze$¢ mocy sygnalu jest za-
warta w paSmie o szerokosci M -krotnie wigkszej od odstepu miedzy kolejnymi
czestotliwosciami:
M M

— - 13.34
2T 2Tyloga M ( )

Bwmrsk =

Zauwazmy, ze ze wzrostem M szerokoS$¢ pasma wielowartoSciowych sygnaléw
PSK maleje, podczas gdy w przypadku wielowarto$ciowych sygnatéw FSK —ro-
$nie.

Uwzgledniajgc wzory (13.33) i (13.34) we wzorze definicyjnym (13.31),
otrzymujemy wyrazenia okreSlajace efektywnosci widmowe systeméw M-PSK
i M-FSK:

Ry logy M
e — _ , (13.35)
PM-PSK Bipsk 5
Ry 2logy M
FSK = = . 13.36
PM-FSK Briesk i ( )

Wartosci tych efektywnosci zestawiono w tablicy 13.1. Jak widzimy, efektyw-
no$¢ widmowa systeméw M-PSK rosnie ze wzrostem M, natomiast systeméw
M-FSK — maleje ze wzrostem M. Dla M > 4 systemy M-PSK sa bardziej ko-
rzystne pod wzgledem wykorzystania pasma transmisji od systeméw M-FSK.
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Tablica 13.1. Poréwnanie efektywnosci widmowej systeméw M-PSK i M-FSK

M 2 (4] 8 [16] 32
_ pesx 05 (1] 15| 2| 25
[bitow/s/Hz]
e 1| 1]075]05] 03125
[bitow/s/Hz]

13.4.7. Poroéwnanie 2-wartoSciowych i M -wartoSciowych
cyfrowych systeméw modulacji

Szeroko$¢ pasma i efektywno$¢ widmowa nie sg jedynymi parametrami okre-
Slajacymi jako$¢ danego systemu modulacji cyfrowej. Waznym z praktycznego
punktu widzenia parametrem jest §rednia transmitowana moc zapewniajgca uzy-
skanie wymaganej bitowej stopy bledéw BER. Przy zatozonej wartosci BER dazy
si¢ z reguly do osiagnigcia jak najwickszej efektywnosci widmowej przy mini-
malnym poziomie Sredniej mocy, a doktadniej minimalnym stosunku sygnat-szum
w odbiorniku. Jak wynika z tablicy 13.1, efektywnos$¢ widmowa modulacji 2PSK
jest dwukrotnie mniejsza niz modulacji 2FSK. W przypadku modulacji wielo-
wartoSciowych, poczawszy od M = 8, modulacje M-PSK sa efektywniejsze
widmowo w poréwnaniu z modulacjami M-FSK. Jednakze wymagany stosunek
sygnal-szum zapewniajgcy zatozong warto§¢ BER w systemach M-PSK ro$nie,
a w systemach M-FSK maleje ze wzrostem M. Pod tym wzgledem modulacje
M-FSK sa korzystniejsze od modulacji M-PSK.

Jezeli w systemie modulacji nie ma ograniczenia na szeroko$¢ B pasma trans-
misji i moze by¢ ono poszerzane, to korzystnie jest stosowa¢ modulacje M-FSK.
Szeroko$¢ pasma sygnaléw M-FSK rosnie bowiem ze wzrostem M, co umozli-
wia redukcje Sredniej transmitowanej mocy statej wartoSci BER. Umozliwia to
takze zmniejszenie wartoSci BER przy zachowaniu tej samej mocy. Jezeli na-
tomiast szeroko$¢ pasma transmisji jest ograniczona, to wybér danego systemu
modulacji jest dokonywany na drodze kompromisu mi¢dzy szerokoScia pasma,
a wymaganym stosunkiem sygnal-szum (zalozong wartoscig BER).

Stownik

bitowa stopa btedu BER
stosunek bitéw odebranych biednie w cyfrowym systemie modulacji do
wszystkich wystanych bitow
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bitowa szybko$¢ transmisji
liczba bitéw transmitowanych w cyfrowym systemie modulacji w ciggu
1 sekundy

dwubity
dwuelementowe ciagi znakéw binarnych

efektywno$é widmowa
liczba bitéw transmitowanych w ciagu 1 sekundy w cyfrowym systemie
modulacji przypadajaca na 1 Hz pasma zajetego w kanale przez sygnat

kanal AWGN
kanat transmisyjny, w ktérym na sygnat uzyteczny oddziatywuje addytyw-
nie szum bialy gaussowski

konstelacja sygnalow
zbidér punktéw przyporzadkowanych sygnatom transmitowanym w systemie
modulacji cyfrowej w wyniku odwzorowania geometrycznego przestrzeni
sygnalow w przestrzeii wektorowa

korelator
ukfad wyznaczajacy iloczyn skalarny dwéch sygnatéw

metody geometryczne
metody reprezentacji i analizy sygnaléw, w ktérych sygnaly sa odwzoro-
wywane w punkty zwyklej przestrzeni wektorowej

modulacja 2FSK
dwuwarto$ciowa (binarna) modulacja z kluczowaniem czg¢stotliwoSci

modulacja 2PSK
dwuwarto$ciowa (binarna) modulacja z kluczowaniem fazy

modulacja QAM
modulacja cyfrowa, w ktérej w zaleznoSci od transmitowanego symbo-
lu w kazdym przedziale symbolowym uzmienniane sg skokowo amplituda
i faza harmonicznej fali nosnej

modulacja QPSK
modulacja cyfrowa z czterowarto§ciowym kluczowaniem fazy

modulacja z kluczowaniem amplitudy ASK
modulacja cyfrowa, w ktérej w zaleznoSci od transmitowanego symbolu
w kazdym przedziale symbolowym uzmienniana jest skokowo amplituda
harmonicznej fali no$nej

modulacja z kluczowaniem czestotliwosci FSK
modulacja cyfrowa, w ktérej w zaleznosci od transmitowanego symbolu w
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kazdym przedziale symbolowym uzmienniana jest skokowo czgstotliwosé
harmonicznej fali nos$nej

modulacja z kluczowaniem fazy PSK
modulacja cyfrowa, w ktérej w zaleznosci od transmitowanego symbolu
w kazdym przedziale symbolowym uzmienniana jest skokowo faza harmo-
nicznej fali no$nej

obszary decyzyjne
obszary, na ktdre jest podzielona przestrzen sygnatéw w cyfrowym systemie
modulacji

przedzial bitowy
odcinek czasu, w ktérym w systemie modulacji cyfrowej transmitowany
jest pojedynczy znak binarny (bit)

przedzial symbolowy
odcinek czasu, w ktérym w systemie modulacji cyfrowej transmitowany
jest pojedynczy symbol (cigg znakéw binarnych)

regula decyzyjna
regufa, na podstawie ktérej w odbiorniku jest podejmowana decyzja, ktory
z sygnaléw transmitowanych w systemie modulacji cyfrowej zostal faktycz-
nie nadany w danym przedziale symbolowym

rozstaw czestotliwosSci
odleglos$¢ miedzy czestotliwosciami noSnymi w cyfrowym systemie modu-
lacji z kluczowaniem czestotliwosci

szum bialy gaussowski
sygnal losowy, ktérego gestos¢ widmowa jest stata w calym pasmie czesto-
tliwosci i ktérego wartosci sq zmiennymi losowymi o rozktadzie gaussow-
skim
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A
aliasing w dziedzinie czasu, 122
— w dziedzinie cze¢stotliwosci, 170
amplituda, 15
— chwilowa (obwiednia), 257
— — zespolona (obwiednia zespolona),
259
— zespolona, 7
antena nadawcza, 246
aproksymacja sygnatu, 46

B
baza przestrzeni, 33, 37
— — ortogonalna, 43
— — ortonormalna, 44
biegun transmitancji, 219
bit, 250, 346
bitowa stopa bledéw BER, 351, 358
— szybko§¢ transmisji, 366
btad aliasingu, 122, 170, 180
— jitteru, 191
— kwantowania, 160
— uciecia pasma, 181
— ucigcia w czasie, 183
bramka odleglosciowa, 130

C
catka Duhamela, 212
charakterystyka amplitudowa, 222
— amplitudowo-fazowa, 220
— fazowa, 222
— rzeczywista, 222
— urojona, 222

ciag aproksymujacy, 18

czas korelacji efektywny, 135

— trwania sygnalu réwnowazny, 90
czgstotliwosci skrosne, 311
czestotliwosé, 15

— graniczna pasma sygnatu, 163

— no$na, 34, 249

— prébkowania, 22

— unormowana, 26

D

delta Diraca, 18, 77, 206

— Kroneckera, 24, 98

demodulacja, 245

— sygnalu AM, 273

— — AM-SC, 268

- - PAM-AM, 327

- —PCM, 335

— - PDM, 329

--PM, 315

- —PPM, 329

— — SSB-SC, 284

demodulator kwadraturowy, 318

— sygnatu 2FSK, 357

— —2PSK, 353

— - DM, 340

— z petlg fazowg PLL, 318

detekcja sygnaléw zmodulowanych
cyfrowo, 350

detektor koherentny (synchroniczny),
268, 315

— obwiedni, 273

dewiacja czgstotliwosci, 302
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— fazy, 302

dioda pojemnosciowa, 313, 315

dobroé, 236

drganie uogdlnione, 258

dwubity, 34, 346

dyskryminator czestotliwosci
dwuobwodowy, 317

— — jednoobwodowy, 317

dystrybucja (delta) Diraca, 18

— grzebieniowa, 20, 85

dziedzina czasu, 7

— czestotliwodci, 61, 220

— zespolona, 214

E
efekt aperturowy, 325
— stroboskopowy, 186
efektywno$¢ widmowa, 366
ekstrapolacja zerowego rzedu, 171
element zerowy przestrzeni, 37

energia sygnatu analogowego, 9, 133

— — dyskretnego, 23
energie wzajemne, 43, 138

F
fala nosna, 249
— prostokatna bipolarna, 15

— — unipolarna, 16, 83, 142, 175, 324

faza chwilowa, 257

— poczatkowa, 15

filtr, 205, 233

— antyaliasingowy, 181

— cyfrowy, 157, 158

— dolnoprzepustowy LP, 223, 233
— — idealny, 166, 190, 234

— — rzeczywisty, 235

— gbérnoprzepustowy HP, 223, 233
— — idealny, 234

— — rzeczywisty, 235

— Hilberta (kwadraturowy), 260
- LS, 206

— ochronny, 181

— rzedu drugiego, 236

— — pierwszego, 235, 236

— Srodkowoprzepustowy BP, 223, 233

— — idealny, 234

— — rzeczywisty, 237

— Srodkowozaporowy SB, 233

— — idealny, 234

— wszechprzepustowy, 238

— wycinajacy ,,notch”, 234

— wygladzajacy, 174

filtracja, 205

funkcja autokorelacji, 126

— — sygnalu analogowego
0 ograniczonej energii, 126

— — — analogowego o ograniczonej
mocy, 140

— — — dyskretnego o ograniczonej
energii, 147

— — — dyskretnego o ograniczonej
mocy, 151

— hermitowska, 68, 127, 141, 147,
152, 222, 280

— modulujaca, 263

— prostokatna okna, 184

— uog6lniona, 18

— wymierna rzeczywista, 218

— — — wlasciwa, 218

funkcje Bessela, 305

— Haara, 49

— korelacji wzajemnej, 137

— — — sygnatéw analogowych
0 ograniczonej energii, 137

— — — sygnatéw analogowych
0 ograniczonej mocy, 145

— — — sygnatéw dyskretnych
0 ograniczonej energii, 150

— Walsha, 51

G

gestos¢ widmowa, 66

I
iloczyn skalarny, 41, 125
— — sygnaléw, 41, 147
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— — — W przestrzeni 12,41, 95, 104,
147

— — — W przestrzeni L2, 41, 48, 72,
104, 126

impuls Diraca, 18, 77, 206

— Kroneckera, 24, 98

— prostokatny analogowy, 10, 129

— — dyskretny, 24

— radiowy, 11

— — prostokatny, 77, 130

— tréjkatny analogowy, 10

— — dyskretny, 24

— wyktadniczy dyskretny, 25

indeks modulacji, 302

informacja, 5

J
jitter, 191

K
kanat AWGN, 347
— transmisyjny, 245, 246
— — bezprzewodowy, 246
— — optyczny, 246
— — przewodowy, 246
kat miedzy sygnatami, 42
kluczowanie amplitudy, 251
— czestotliwosci, 251
— fazy, 33, 251
kod impulsowy, 161
— sygnalowy, 332
— — bifazowy dwuelementowy
(Manchester), 342
— — — jednoelementowy, 342
— — NRZ bez powrotu do zera, 341
— — RZ z powrotem do zera, 341
— — ternarny, 342
— — — bipolarny, 342
- —-—-RZ, 342
kodowanie, 161
konstelacja sygnatow, 35, 348
korelacja, 126
korelator, 131

krok kwantowania, 159
krzywa Nyquista, 224
kwant, 159
kwantowanie, 159

L
listek gléwny funkcji autokorelacji,
136, 149
— — widma, 67, 98, 101, 184, 231,
325, 327, 365, 367
listki boczne funkcji autokorelacji, 149
— — widma, 67, 98, 101, 365, 366

M

metoda mnoznikéw potegowych
(Abela), 102

— operatorowa, 217

— schodkowa, 171

metody czestotliwo$ciowe (widmowe),
61

— geometryczne, 33

metryka, 38

— indukowana przez norme, 40

miara odlegto$ci miedzy sygnatami, 36

— — — euklidesowska, 350

mieszacz, 274

moc sygnatu analogowego, 9, 143

— — dyskretnego, 23

moce wzajemne, 145

model matematyczny, 2

modulacja, 70, 244

- AM, 251, 270

— — jednym tonem, 275

— amplitudy, 251

— — impulséw, 174, 251, 324

— AM-SC, 265

— AM-SC, 251

— analogowa, 249

— binarna, 252

— —2ASK, 252

— —2FSK, 252, 354

— —2PSK, 252, 352

— ciagta, 249
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— CPFSK, 347 - PM, 251, 298

— — z minimalnym rozstawem — potozenia impulséw, 251, 328
czestotliwosei, 348 — PPM, 251

— cyfrowa, 250-252, 345 — przyrostowa PCM, 251

— czestotliwosci, 251, 293, 298, 299, — QAM, 252, 348, 359
318 — QPSK, 33

— — jednym tonem, 319 — sigma-delta SDM, 251, 340

— — liniowa, 252 — skro$na, 311

— — szerokopasmowa, 303 — Sunde’a, 355

— — waskopasmowa, 303 — szerokoSci impulséw, 251

— delta DM, 251, 338 — typu nieliniowego, 311

— DPSK, 348 — VSB, 251, 287

— dwuwstegowa bez fali nosnej — z kluczowaniem amplitudy ASK,
DSB-SC, 251, 265 251, 347

— — 7 fala nosna DSB, 251, 270 — z kluczowaniem czgstotliwosci FSK,

— fazy, 251, 298, 299 251, 347, 352

— — jednym tonem, 303 — z kluczowaniem fazy PSK, 251, 347,

352

— — szerokopasmowa, 303

— — waskopasmowa, 303

- FM, 251, 298

— impulsowa, 249, 323

— — analogowa, 323

— — cyfrowa (impulsowo-kodowa), 250,
251, 323

— impulsowo-kodowa, 250, 251, 323,
332

— — réznicowa, 340

— jednowstggowa bez fali no$nej
SSB-SC, 251, 279

— — z fala nos$ng SSB, 251, 279

— kata, 251

— — szerokopasmowa, 303

— — waskopasmowa, 303

— kwadraturowa, 303

— LFM, 252

— M-wartoSciowa FSK, 357

— - PSK, 357

— MSK, 348

— PAM, 174, 251, 324

- PAM-AM, 327

- PCM, 251, 332

- PDM, 251

— z widmem rozproszonym, 252

— z czesciowo stlumiong (szczatkowa)
wstegg boczna, 251, 287, 288

modulator, 246

— Armstronga, 313

— Hartleya, 283, 290, 312

— iloczynowy, 266

— prostownikowy, 272

— sygnatu 2FSK, 355

— —2PSK, 353

——DM, 340

— — VSB, 291

— zréwnowazony, 266

N
nadajnik, 245, 246
norma sygnatu, 40, 349

(0]
obszary decyzyjne, 350
obwiednia, 257
— zespolona, 259, 360
obwdd rezonansowy, 217, 266, 316
odbiornik, 245
— informacji, 245, 247
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— superheterodynowy, 274

— sygnatu, 245, 247

odbiér koherentny, 268, 356

— superheterodynowy, 274
odlegtos¢ miedzy sygnatami, 38, 349
odpowiedZ impulsowa, 206, 207
— jednostkowa, 207

— uktadu, 200

okno czasowe prostokatne, 184
okres, 15

— dyskretyzacji, 4, 22

— prébkowania, 22

operator, 200

— dyskretny, 201

— liniowy, 201

- LS, 201, 203

— przesunigcia, 202

— przyczynowy, 203

— stacjonarny, 202

oscylator VCO, 313, 356

P
paczka impulséw prostokatnych, 129
para transformat Fouriera, 64, 73
— — — dyskretnych, 115
— — — W sensie granicznym, 65, 77
— — — w sensie zwyklym, 64, 73
— — Laplace’a, 215, 227
pasma ochronne, 190
pasmo podstawowe sygnalu, 248
pobudzenie uktadu, 200
podnosna, 282
posta¢ analityczna sygnatu, 256
procesor sygnatowy, 158
prébka sygnatu, 58
— widma, 111
probkowanie, 12, 156, 159, 174
— chwilowe, 177
— idealne, 175
— naturalne, 175
— réwnomierne, 22
— sample and hold, 177
— sygnaléw waskopasmowych, 184

przedzial bitowy, 252, 346

— dyskretyzacji, 4, 22

— kwantyzacji, 159

— Nyquista, 163

— obserwacji, 110

— prébkowania, 22

— sygnalowy, 250

— symbolowy, 252, 346

przeksztalcenie Fouriera, 62, 88

— — dyskretne (DPF), 109, 110

— — — odwrotne (ODPF), 113

— — — odwrotne sygnatu impulsowego,
113

— — — proste, 110

— — — sygnatu impulsowego, 110

— — — sygnatu okresowego, 115

— — odwrotne, 63

— — — sygnatu dyskretnego, 99, 100

— — proste, 62

— — — sygnatu dyskretnego, 95

— — sygnatu dyskretnego, 95

— — w sensie granicznym, 65

— — — sygnatu dyskretnego, 100

— — w sensie zwyklym, 63

— Hilberta, 17, 260

— Laplace’a, 214

przemiana czestotliwosci, 274

przemodulowanie, 273

przestrzen Banacha, 40

— ciaggéw sumowalnych z kwadratem
12,37

— funkcyjna, 32

— Hilberta, 36, 41

— — oSrodkowa, 36, 43

— liniowa, 37

— przestrzen 2, 147

— Marcinkiewicza, 37

— metryczna, 38

— nieskoficzenie wymiarowa, 38

— rozpi¢ta na bazie, 35

— sygnaléw, 32

— — catkowalnych z kwadratem L2, 37
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— — okresowych LQO, 37

— — skoficzenie wymiarowa, 352

— unormowana, 39, 40

— zupetna, 39

przesuwnik fazy pasmowy, 283

przetwarzanie analogowo-cyfrowe
sygnaléw, 156

— cyfrowe sygnaléw, 157

przetwornik analogowo-cyfrowy A/C,
157

— cyfrowo-analogowy C/A, 157

— informacja-sygnatl, 245

— sygnat-informacja, 245, 247

pseudoiloczyn skalarny, 42

pulsacja, 7, 15

— chwilowa, 257

— graniczna, 75

— — pasma sygnatu, 163

— noSna, 249

— rezonansowa, 236

— unormowana, 25, 97

pulsacje skrosne, 311

R

regufa decyzyjna, 347
reprezentacja sygnatéw, 7
rozstaw czgstotliwosci, 354
réwnanie charakterystyczne, 219
— transmisyjne w dziedzinie

zespolonej, 215
— — w dziedzinie czgstotliwosci, 221
réwnolegly obwdd rezonansowy, 316
réwno$¢é Parsevala, 47
rzut sygnatu, 45

S
sinusoida dyskretna, 27
— zespolona, 17
sktadowa kwadraturowa, 258, 259
— synfazowa, 258, 259
skok jednostkowy, 14, 80
— — analogowy, 14, 142, 207
— — dyskretny, 26

stfowo binarne, 157, 194

splot, 71, 211

— dyskretny liniowy, 104

— w dziedzinie czasu, 71, 103, 211,
212

— — czestotliwosci, 72, 104

sprawno$¢ energetyczna systemu AM,
277

— — systemu PM, 309

stala czasowa, 231, 233

stosunek sygnat-szum, 193

sygnal, 3

- AM, 270

— AM-SC, 265

— analityczny, 17, 82, 255, 256

— analogowy, 5, 8

— bezwzglednie catkowalny, 63

— binarny, 5

— — analogowy, 5

— — dyskretny, 5

— ciagly, 4

— — w amplitudzie, 5

— — w czasie i ciggly w amplitudzie, 5

— — w czasie i dyskretny
w amplitudzie, 5

— cyfrowy, 5

— deterministyczy, 3

— DM, 339

— dolnopasmowy, 67

— — idealny, 75, 134

— dyskretny, 4, 22, 94

— — 0 ograniczonej energii, 23

— — —mocy, 23

— — w amplitudzie, 5

— — w czasie i ciggly w amplitudzie, 5

— — w czasie i dyskretny
w amplitudzie, 5

— dystrybucyjny, 3, 18

— Z -transformowalny w sensie
granicznym, 65

— — w sensie zwyklym, 63

- FM, 299
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— Gaussa, 14, 76

— harmoniczny, 7, 227

— — analogowy, 7, 15, 81, 143, 227,
256

— — dyskretny, 26, 152

— — zespolony, 17, 82, 257

— impulsowy, 4

— informacyjny, 245, 248, 249

— losowy, 3, 343, 350, 364

— modulowany, 249

— modulujacy, 249

— N-okresowy, 104, 115

— nosny, 249

— 0 nieskoriczonym czasie trwania, 4

— 0 ograniczonej energii, 9

— — — analogowy, 9, 164

— — — dyskretny, 23

— —mocy, 9

— — — analogowy, 9

— — — dyskretny, 23

— 0 ograniczonym pasmie, 58, 162

— o skoficzonym czasie trwania, 4

— okresowy, 37, 88

- PAM, 324

- PCM, 334

— PDM, 328

— pilotujacy, 270

- PM, 299

— — szerokopasmowy, 303

— — waskopasmowy, 303

— — zmodulowany dwoma tonami, 310

— — zmodulowany jednym tonem, 304

- PPM, 328

— prawie okresowy, 27

— quasi-deterministyczny, 4

— rzeczywisty, 3

— Sa analogowy, 12

— — dyskretny, 25

- Sa?, 12

— schodkowy, 171, 177

— sprébkowany impulsowy, 21, 86, 96

— SSB, 286

— SSB-SC, 279

— staty, 14

— — analogowy, 14, 78

— — dyskretny, 26, 101

— stochastyczny (losowy), 3

— telewizyjny, 293

trapezowy, 188

waskopasmowy, 77, 184

wejsSciowy uktadu, 200

wyjSciowy uktadu, 200

— wykfadniczy, 12

— dwustronny, 73

— dyskretny, 25, 99, 148, 150

— — malejacy, 12, 73, 127, 133, 182

— — narastajacy, 15

— zespolony, 3, 16

— — sprzezony, 16

— zmodulowany, 249

sygnaly Barkera, 148

— bazowe, 33

— ortogonalne, 42

— ortonormalne, 44

system modulacji analogowej, 248

— — cyfrowej, 249, 346

— — — binarny, 346

— — — M-wartoSciowy, 346

— — impulsowej, 249

— — z podziatem czasowym TDM, 249,
326

— — z podzialem czestotliwoSciowym
FDM, 248

— — z podzialem kodowym CDMA,
249

— telekomunikacyjny, 244

szereg Fouriera, 7, 88

— — dyskretny, 104

— — trygonometryczny rzeczywisty, 7,
54, 55

— — — zespolony, 36, 55

— — uogdlniony, 42, 44

— Haara, 49

— Kotielnikowa-Shannona, 57
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— Walsha, 51

szerokos$¢ pasma sygnatu, 265

-—-—-AM, 271

— — — efektywna, 135, 136

- —--PM, 311

— — — PM zmodulowanego jednym
tonem, 306

— ——SSB-SC, 281

— Sredniokwadratowa sygnatu, 91

— widma réwnowazna, 90

szum biaty dyskretny, 193

— — gaussowski, 347

— kwantowania, 160, 192

T
transformata Fouriera, 62
— — dyskretna (DTF), 111
— — — odwrotna (ODTF), 113
— — odwrotna, 63
— — — sygnatu dyskretnego, 100
— — sygnatu dyskretnego, 95
— Hilberta, 17, 256
— Laplace’a, 214
transmitancja, 215
twierdzenie o probkowaniu, 162
— 0 rzucie, 46
— Paleya-Wienera, 179
— Parsevala, 47, 72, 104, 118
— Rayleigha uogdlnione, 72, 104

U
ujecie transmisyjne, 200
uktad, 199
— analogowy, 200
— catkujacy, 201, 202
— — idealny, 232
— dyskretny, 200
— liniowy, 201
— — stacjonarny, 203
— LS, 199, 203
— mnozacy, 201, 202
— nieliniowy, 201
— nieprzyczynowy, 204

— niestacjonarny, 202

— o stalych roztozonych, 205

— o stalych skupionych, 205

— opdzniajacy analogowy, 201, 202,
204, 230

— — dyskretny, 202

— prébkujgco-pamigtajacy, 177

— przyczynowy, 203, 204

— rézniczkujacy, 201, 202

— — idealny, 231

— skupiony, 205

— SLS, 205

— stacjonarny, 202

w

waraktor, 315

warikap, 315

warto$¢ skuteczna, 9

— §rednia sygnatu analogowego, 8

— — — dyskretnego, 23

warunek Nyquista, 163

— quasi-stacjonarnosci, 205

— realizowalno$ci uktadu podstawowy,
208

warunki poczatkowe, 206

widma energii wzajemnej sygnaléw
analogowych, 139

— — — sygnatéw dyskretnych, 150

— mocy wzajemnej, 146

widmo, 61

— amplitudowe dyskretne, 111

— — sygnalu dyskretnego, 96

— — — dyskretnego N-okresowego, 107

— — sygnalu analogowego, 66

— biale, 78

— dyskretne, 111

— energii, 73, 132

— — sygnalu dyskretnego, 104

— fazowe dyskretne, 111

— — sygnatu analogowego, 66

— — — dyskretnego, 96

— — — dyskretnego N-okresowego, 107

— mocy sygnalu analogowego, 143
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— — — analogowego okresowego, 144

— — — dyskretnego o ograniczonej
mocy, 152

— — — losowego, 364

— prazkowe, 83

— sygnalu analogowego, 66

— — dyskretnego, 95

— — — okresowego, 104

— — impulsowego sprobkowanego, 86

— — okresowego, 88

wskaznik modulacji, 302

wspolczynnik glebokosci modulacii,
272

— przenoszenia, 226

— sprawnoSci energetycznej systemu
AM, 277

— wypetnienia, 16

wspolczynniki Fouriera, 7, 36

— nalozone, 107

wstega boczna dolna, 265

— — gérna, 265

wymiar DTF, 111

— przestrzeni, 35, 38

wzmacniacz, 246

wzOr interpolacyjny
Kotielnikowa-Shannona, 164

Z
zagadnienie najlepszej aproksymacji,
46
zanik selektywny, 287
zapis Rice’a, 259
zasada nieoznaczonosci, 90
— przyczynowosci, 203
zero transmitancji, 219
znak binarny (bit), 250, 346
zwielokrotnienie czasowe, 249
— czestotliwoSciowe, 248

s,

Z

Zrédto informacji, 245
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